Mathematische Annalen manuscript No.
(will be inserted by the editor)

Constante de Bers en genre 2

Matthieu Gendulphe

Received: 27 February 2007

Abstract We introduce a new toothe contiguity graphwhich enables us to deter-
mine the Bers’s constant in genus two.
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Introduction

Nous considérons les surfaces de Riemann fermées de genmunies de leur
métrique hyperbolique d@oinca.

Constante de Bers

Alors qu'il s’employait & compactifier 'espace des modulkipman Bers observa
([6]) que toute surface de Riemann possede une famillgde83jeodésiques fermées
simples et disjointes (ungartition), dont les longueurs sont majorées par une con-
stante optimal®(g) dépendant seulement du gegré.a constante mise au jour par
le mathématicien éponyme suscite plusieurs interrogati Quelle est sa valeur ?
Est-elle réalisée par une surface ? Peut-on en donnersyngtotique ?

Dés 1980, Peter Buser majdBég) par (6g — 4)arccosk2ri(g— 1)). En 1992, il
parvient avec Mika Seppala a un résultat plus pré@p,(et la méme année indique
dans [8] une minoration dB(g). Le tout donne une bonne idée du comportement
asymptotique de la constante de Be{g6g — 2 < B(g) < 21g.
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Durant les années 90, Paul Schmutz Schaller s'intérassdoactions de type
systole sur les surfaces de Riemann, et se lance dans lagkelte leurs maxima,
en particulier dé(2) ([15]). Dans un premier temps il s’attaque aux surfaceséds)o
pour se diriger ensuite vers les surfaces fermées. Lacsuda Bolza se révele alors
'uniqgue maximum global de la systole et de la 2-systole emg®. Le cas de la
3-systole, bornée supérieurement Bap), s'avere plus hardu : Schmutz Schaller
découvre deux maxima locaux et conjecture que ce sontlds se

A ce jour, aucune valeur d&(g) n'est connue. La recherche de la constante de
Bers en genre 2 se poursuit cependant ([13,14]). Les méthdd découpages de
Schmutz Schaller n’ont toujours pas abouti, et la résofutie ce probleme semble
maintenant nécessiter I'élaboration d’autres techesqu

Dans cet article nous détermindB&), plus précisément nous montrons :

Théoreme La constante de Bers(B) est cetermiree parcoshB(2)/12) = xg ou
Xo est I'unique solution sigrieurea 1 de 32x% — 32x* — 24x3 + 24x% — 1 = 0, soit
coshB(2)/2) = 4,67. La surface éalisant B2) est uniquex isongtrie pres.

La surface réalisarB(2) est une des deux surfaces 3-maximales construites dans
[15]. La méthode mise en ceuvre pour ce résultat, et @éeptits loin, permet la
découverte d'un troisieme maximum local de la 3-systolimant ainsi la con-
jecture de Schmutz Schaller.

Systole ek-systole

La systoled’'une surface de Riemann est la longueur de sa plus petitdég@Eue
incontractile. Par abus de langage, on emploie le méme mat [ps géodésiques
la réalisant. En tant que minimum des fonctions longueuwy@wdésique, la systole
définit une fonction continue sur I'espace de Teichmudfgrinvariante sous I'action
du groupe modulair&lody. La caractérisation et la recherche de ses maxima locaux
fut un sujet d’études tres actif, dont émergea une th&legante ([3,5]), basée sur
I'analogie avec I'invariant d’Hermite des réseaux euelits.

Schmutz Schaller généralise ainsi la systole ([15]) staé&rant les familles die
géodésiques fermées simples et disjointes, il assoclatune d’elles une fonction
longueur correspondant en tout point a la longueur de la giande géodésique :

Ly (M) = sup(ly, (M),....1x(M)) (M € F).
Il introduit alors lak-systolecomme minimum de ces fonctions longueurs :
sysc=inf{ly, w1 i 1€sw,..., % sontk géodésiques f. s. disjointes

Le cadre théorique développé pour la systole englobenoageaux invariants. La
constante de Bers apparait naturellement en tant que bop&ieure de lag3— 3-
systole.



Plan de la demonstration

Donnons une explication heuristique de la démonstralinaginons une éventuelle
surface de RiemanX réalisant la constante de Bers en genré Pinstar des deux
maxima connus, celle-ci posséderait probablement undégique séparante de
longueur la 3-systole d¢. Nous en déduirions (par certaines inégalités) quedes t
points de Weierstrass dans chacun des tores bordé&s gamaient trés proches les
uns des autres, et inversement deux points de Weierstragsaet chacun d’'un coté
de & seraient trés €éloignés I'un de l'autre (figure 0.1). Ainss autres triplets de
géodésiques réalisant la 3-systoleXleprobablement formés de géodésiques non
séparantes, vérifieraient la configuration suivante xdgodésiques seraient petites
et se situeraient chacune dans un tore bordé& p#andis que la troisieme relierait
un point de Weierstrass de chaque tore, coupagnt deux points. Pour les surfaces
proches de&X, la 3-systole et la systole de la famille formée&et des géodésiques
coupang en deux points coincideraient donc ; et nous serions raswid recherche
de surfaces maximales pour cette nouvelle fonction sy&olke & appréhender.

Fig. 0.1

La démonstration repose sur I'introduction d’'un nouvellple graphe de con-
tiguité, rendant compte de la répartition des points de Weiesssaisune surface de
Riemann hyperelliptique. Lorque la 3-systole est grandeoatil nous informe que
les points de Weierstrass se répartissent en deux groepesisl points proches les
uns des autres (parties 1 et 3). Il s'agit ensuite de montreta3-systole est égale a
la systole d'une famille de géodésiques reliant les deoxpes de points de Weier-
strass (partie 4). Il reste alors & déterminer le maximaroette fonction systole et &
conclure (partie 5), ceci conduit naturellement a la caresion d’un nouveau maxi-
mum local de la 3-systole. La partie 2 établit des réessittgiologiques préliminaires.
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A partir de maintenan désigne une surface de Riemann de genre 2. Sauf men-
tion du contraire, par géodésique nous entendronsegiqui fermée simple incon-
tractile. Lorsque cela ne prétera pas a confusion, le namecgéodésique désignera
encore sa longueur : nous préférerons €gph cosil (y)).



1 Graphe de contiguie

Parallelement a P. Schmutz Schaller et ses techniqguegctmipages, C. Bavard
développa dans [1] une approche de la systole des surfad@ehann reposant sur
un argument de densité. Rappelons brievement cet argureein S une surface de
Riemann hyperelliptique de genge> 2, on considére dans le revétement universel
les cellules de Dirichlet-Voronoi associées aux redelé&s points de Weierstrass, cha-
cune d’elles contient un disque de centre le relevé d'untpde Weierstrass et de
rayon la moitié du rayon d'injectivité ; on compare alaaglensité des disques dans
leurs cellules avec la densité maximale d’empilement —éenpar K. Boroczky
dans [7] — afin d’obtenir un résultat, par exemple une boumndsssystole. En appli-
guant cette méthode en d’autres points que les points der$tigiss, C. Bavard obtint
également dans [2] une borne optimale sur le rayon maxitaldisque plongé dans
une surface de Riemann de genre fixé :

Théoréeme (Bavard)Soit S une surface de Riemann de gente 3 s'il existe un

disque ouvert de rayon R ploéglans S alorsoshR < Zsir’(l 7
129-6

La méthode de Bavard conduit a deux observations irgantes : premierement,
les points de Weierstrass jouent un rdle prépondérahsetait utile d’étudier leur
répartition sur la surface ; deuxiemement, si une surfiediemann de genre 2
possede trois géodésiques disjointes réalisant clealurayon d’injectivité en un
point, alors sa 3-systole est petite. En effet, la borne suayon d’injectivité de
[2] permet de majorer la longueur de ces géodésiques parcdsi{2, 88), or nous
savons par [15] quB(2) > 2 arccosli, 67).

Suivantla premiére observation, nous allons introduirgnaphe géodésique dont
les sommets sont les points de Weierstrass. Nous tentelanssde déterminer, a
l'aide de la deuxieme observation, les configurations iptess de ce graphe sous
I'hypothése de minoration : sy$> 2 arccosky, 67).

1.1 Définitions

Nous allons provisoirement considérer une surface hypiegee compact& munie
d’une involution hyperelliptiques.

Définition 1.1 Nous appellerongraphe de contigité de la surface, notéGeont(S),

le graphe métrique obtenu en quotientant par I'involutigperelliptique 'ensemble
des géodésiques réalisant la distance entre un poinkedler$ifass et 'ensemble des
points de Weierstrass restants.

Remarque 1.1 e graphe de contiguité d'une surfaces de Riemann semig&somme
un graphe géodésique sur la sphére munie de la méigugularités coniques in-
duite par l'involution hyperelliptique.

Exemple 1.1Le graphe de contiguité d’un tore a un bord est forméaeis sFommets,
et de deux ou trois arétes. Génériquement il en posséabe dont une provientde la
systole. Lorsqu’il en possede trois, les deux arétediespngues ont nécessairement
méme mesure.



Exemple 1.2Le graphe de contiguité de la surface de Bolza est le lksti@ie’un
octaédre régulier ([1]).

La proposition suivante montre que les sommets du grapherd&gaité sont exacte-
ment les points de Weierstrass.

Lemme 1.1 Soienty ety deux godesiques distinctesalisant chacune la distance
entre un point de Weierstrass et 'ensemble des points desti&ss restants. Alors,
les points d'intersectiogventuels dg ety sont des points de Weierstrass.

Preuve Si y et y ont un point de Weierstrass en commun, I'assertion este@tid
Plagons nous désormais dans le cas ou les deux géndésie passent pas par un
méme point de Weierstrass. Pour fixer les idées, disonyqasse pawy, W, et
réalise la distance entre, et les autres points de Weierstrass, et gugasse paws,

wy et réalise la distance entve et les autres points de Weierstrass. Supposons, par
I'absurde, I'existence d’un point appartenant & ety'. Si par exempla(p,w;) <
d(p,ws) alors on voit facilement que(ws, w,) < d(ws,ws), ce qui est bien absurde.
De méme, on trouvera une absurdité@, w») > d(p,wa). O

Le graphe de contiguité est objet trop complexe pour perengne étude directe,
c’est pourquoi nous allons nous concentrer sur une faméllgadis-graphes.

Définition 1.2 Un graphe sera dininimal s'il minimise le nombre d’arétes parmi
les graphes ayant méme nombre de sommets et de composamieges.

Un sous-graphe d’'un graph@ sera qualifié deminimal s'il minimise le nombre
d’arétes parmi les sous-graphes@eayant méme nombre de sommets et de com-
posantes connexes qGe

Remarque 1.ZEn termes de théorie des graphes, un graphe minimal e$oréteet
un sous-graphe minimal d’'un grapBeest undorét maximalele G (voir [10]).

Exemple 1.3Nous avons représenté en figure 1.1 tous les graphes nuRignaix
sommets sans sommet isolé, classés suivant leur nomlogng@osantes connexes.

Les graphes minimaux vont en quelque sorte éliminer Itimfation inutile contenue
dans le graphe de contiguité. De plus, ce sont des graplsesnaomplexe simplicial
fini de dimensior, tandis que le graphe de contiguité est un graphe alcsemsdexe
cellulaire fini de dimensiod.

1.2 Graphe de contiguité en genre 2 sous hypothése deatiorode la 3-systole

Dans ce paragraphe nous nous intéressons uniquementréapeside Riemann de
genre 2, etles énoncés ne sont valables que pour cesesurifagproposition suivante
donne la configuration des sous-graphes minimaux du grapberttiguité sous une
hypothése de minoration de la 3-systole.
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Fig. 1.1 Graphes minimaux a 6 sommets

Proposition 1.1 Soit X une surface de Riemann de geBregérifiant I'hypothese
sys; > 2 arccosf¥,67). Soit G un graphe gocesique sur la spére X/(Ix), ayant
pour sommets les points coniques. Si aucun sommet n’'est etdi les aétes sont
de longueur majd¥e pararccoski2,88), alors tout sous-graphe minimal de G est
isomorphe Gg.

Corollaire 1.1 Sous I'hypothksesys; > 2 arccosl¥, 67), tout sous-graphe minimal
du graphe de contigté d’'une surface de Riemann de gerest isomorphe au

graphe G.

Le corollaire 1.1 est une conséquence immédiate de laopitign ci-dessous, qui
fera I'objet de la partie 3 de l'article.

Proposition 3.1 Sous I'hypotBse de minoratiosys; > 2 arccosk4,67), les aétes
du graphe de contigté d’'une surface de Riemann de ge@eont de longueur
inférieurea arccost(2,88)

Soit X une surface de Riemann de genre 2 vérifiang $y& arccosky,67). Le
quotientX /{ix) est une sphere munie d’'une métrique hyperbolique avesisgu-
larités coniques d’angler. Soit G un graphe géodésique sMr/(ix) tel que : les
sommets dé5 sont les points coniques, aucun sommet n'est isolé, lauemgdes
arétes est majorée par arcc(B8). Alors G ne pos8de pas trois &tes disjointes
sinon les relevés de ces arétes formeraient une partigdhde longueur inférieure
a 2 arccost¥,67). Dans le langage de la théorie des graphes on ditGju&a pas
d’'appariemment parfaitde perfect matchingn anglais).

La preuve de la proposition 1.1 se divise en deux partiessmpremiere par-
tie, nous éliminons les sous-graphes minimaux non isohexRG, et Gg grace a
I'alternative suivante : ou bien les degrés des sommetssatits, et il existe trois
arétes disjointes ; ou bien le degré d’'un sommet est getrilexiste des voisins de



ce sommet proches les uns des autres, ce qui permet de @@ndes arétes petites
disjointes. Dans la deuxiéme partie, nous éliminonsdesgyraphes minimaux iso-
morphes &54. L'idée consiste a considérer la plus petite géodésjqdisjointe de
la géodésique reliant les deux points de Weierstrasggpondant aux sommets de
degré 3.

Preuve de la proposition 1Rlacons-nous dans la situation de I'énoncé. Nous venons
de voir que le graph& ne possede pas trois arétes disjointes, il s’ensuit gu'au
sous-graphe d& n’est isomorphe &1, Gz, G7 ou Gyo. Nous allons maintenant
montrer gu’aucun sous-graphe @an’est isomorphe &4, Gs ou Gg ; commeGg est

un sous-graphe d8, et Gs, cela suffira pour conclure.

Supposons qué contient un sous-graphe isomorphe &5g. Appelonswy le
sommet de degré 5, @t i = 1...5 ses voisins que nous supposerons ordonnés suiv-
ant une orientation de la sphere. Ajoutortd s segments géodésiques complétant
les paires d'aréte@vow;, Wowi+1) (avec la convention évidente; = w;) en des tri-
angles hyperboliques sans singularité. Nous avons aimstalit un pentagone hy-
perbolique, pas nécessairement convexe, avec une ginguanique (figure 1.2).
L'angle total enwg étantrr, il existe trois anglesfWow; 1 de mesures inférieures ou
égales arr/3. Comme les arétespw; sont de longueur inférieure a arcc@2}88),
les cotés du pentagone faisant face aux angles plus pgegta/3 sont de longueur
inférieure & arccosH, 67). Parmi ces cdtés, nous pouvons en choisir deux disjoints,
et leur ajouter l'arétavow; reliant les deux sommets non encore utilisés. Ces trois
segments se relévent en une partitiorXdaée longueur inférieure a 2 arccddt67),
ce qui est absurde.

Supposons qué contient un sous-graphe isomorph&a Appelonswg le som-
met de degré 3w;, W, W3 Ses voisins, etvy, Ws les sommets restants. Comme
précédemment, on construit un polygone hyperboliqugsier ayant pour sommets
les voisins davg. Ce polygone est disjoint de I'arédgws. L'un des cotés de ce poly-
gone, disongwws, est de longueur inférieure a arccO4l67). Ainsi les géodésiques
au-dessus du cotws et des arétespw,, Waws forment une partition de longueur
inférieure & 2 arccogh, 67), ce qui est absurde.

Fig. 1.2 Fig. 1.3



Supposons qué contient un sous-graph¢ isomorphe &5,4. Nous adopterons
les notations de la figure 1.3, en particuligretws seront les sommets de degré 3. Il
est impossible d’ajouterld une aréte de longueur inférieure a arcgds7) reliant
w1 aws (respws awy), sinon en appliquant le raisonnement du paragraphegdest”
au graphe formé des arétegn,, Wows, WaWy, WaWs (reSp WsWg, WoWs, WoWi, WoWs)
nous trouverions une absurdité. De méme, il estimpassdijouter 8H une aréte de
longueur inférieure a arccogh88) entre deux sommets;, w; tels que{w;,w; } #
{Wo, w3}, sinon nous serions ramenés & un des cas traités pracéent.

Travaillons directement dans la surfaXgnous noterong; la géodésique d¥
correspondant & l'aréte;w;. Comme les géodésiques; et Yoz (resp. s et yas)
s’intersectent en exactement un point, il existe un uniquea un bordl'; (resp.Ty)
les contenant. Dans ce tore, il existe deux géodésiquaplétantyp; et yo2 (resp.
Y34 €t ya5,) en des triangles, mais seulement I'une d’elles n'intespasyys. Nous
appelleronss, (resp.yss) cette géodésique. D’apres le paragraphe précggget
yas sont en longueur supérieures a 2 arc¢dgi7). On en déduit, que dans le triangle
(WowiWo) (resp.(wswsws)) les pointswy etw, (resp.wy etws) sont a une distance
supérieure a arcco€h 62) de leur coté opposé (simple utilisation du théoréeme de
Pythagore hyperbolique).

Soity la plus petite géodésique disjointe gg. Nous allons établir une liste des
propriétés dey. Tout d’abord,y est de longueur inférieure & 2 arcc@|I88) par
l'inégalité systolique du tore a deux bords ([1§F). Ensuitey n'est pas séparante,
sinon nous pourrions construire une petite partition enliqpgnt I'inégalité sys-
tolique du tore a un bord ([15,13,11]). En particuliepasse par deux points de
Weierstrass differents dey etws. Enfin, y n'est contenue dans aucun des tdfgs
T, sinon nous auriong= y12 OU Yy = Y45 cary n'intersecte pagys, mais ceci est im-
possible vu les longueurs de ces géodésiques. Pour émignquons qug intersecte
une des géodésiquegs, Yo2, Va4, Y35 €n dehors des points de Weierstrass. Dans le cas
contraire, en ajoutant I'image dedansX/{ix) au grapheH, nous ajouterions une
nouvelle aréte de longueur inférieure a arc¢@sdg) entre deux sommets differents
dewp etws, or nous avons vu plus haut que c’est impossible.

Pour fixer les idées, nous supposerons gueasse paw;. Partant dewy, la
géodeésique va quitter le torel';. Pour des raisons de minimalité, les géodésiques
o1 ety ne s’intersectent pas en dehorsme Donc, avant de quittéf,, y peut inter-
secter au plus une foig,. Dans ce cas, la distance parcouruejpavant de quitter
T, est supérieure a arccdgh62), comme vu plus haut. Le méme raisonnement vaut
pour le deuxieme point de Weierstrass appartengntgartant du deuxieme point de
Weierstrassy peut intersecter au plus une géodésigpavant de changer de tore, et
dans ce cas elle parcourt une distance supérieure a hfto82) avant d'atteindre le
bor du tore. Cependamy/2 < arccoslf2,88) < 2 arccoskl,62), donc le comporte-
ment décrit ci-dessus ne se produit que pour au plus un gdeiliYeierstrass. De ce
fait, nous supposerons quepart dew; et quitte le torel’; sans intersecter npy ni
yo2. Aprés avoir quittefl’; elle intersecte nécessairemegyou yas, disonsysy.

Commey et y34 sont de longueur inférieure a 2 arcc(®l88), on construit a
partir de ces deux géodésiques un chemin géodésiquagraeaux relianiv; aws
ouwy, de longueur inférieure a arccq&h88), et n’intersectant aucung en dehors
des points de Weierstrass. Ce chemin, vu dans la sphifig), correspond & une



nouvelle aréte du graplh, cette aréte fait apparaitre un sous-graphe isomorghe a
ou Gg, ce qui est impossible. O

2 Géometrie-Topologie assod@ea une ¢eocesique €parante

Soit X une surface de Riemann de genre 2. Nous nous intéressansxicelations
entre les géodésiques séparantes et les géodésiguagparantes d¢€. En partic-
ulier, étant fixée une géodésique sépargnten étudie la famille/s des géodésiques
intersectanf en exactement deux points. Ce travail est motivé par lgééi chaque
géodésiqug de cette famille, on associe naturellement la partitiomfeg dey et des
deux géodésiques disjointes flet y. Rappelons que paeodesiquenous entendons
une géodésique fermée simple incontractile.

2.1 Géodésique séparante déterminée par deux nanas#ps

Notons%s (resp.9) 'ensemble des géodésiques fermées simples sépar@esp.
non séparantes) d¢. Considérons la partie7 de %y x ¥ formée des couples de
géodésiques non séparantes s’intersectant en exadtampoint :

o ={(a,B) € Yyx %; a et s'intersectent en exactement un pgint
Nous pouvons construire une application surjective

Sep i C Gyx Gy — Y
(a,B) — Séfa,B)’

en associant & chaque coupte 8) € <7 I'unique géodésique fermée simple dans
la classe d’homotopie libre du commutatéar3]. Le point d’intersection des deux
géodésiques a implicitement &té choisi comme poink ltasgroupe fondamental.
L'application Sép ainsi définie est bien a valeurs daaedemble des géodésiques
séparantes, puisque la classe du commutateurtdigXs Z) est nulle.

Proposition 2.1 Soit(a, 3) € <7, alors une g@ocesique ferrae simple n'intersectant
pasa U est contenue dans le tore bérgarSéfa, ) ne contenant nix ni 3.

Preuve Soit y une géodésique fermée simple Hedisjointe dea U 3, y n'a pas
d’homotopie dans le tore bordé par $&p3) contenanto et 8, autrement dit la
trace dey sur ce tore est homotope a un arc du bord. Aigsist homotope a une
courbe n'intersectant pas SépB). Comme les géodésiques minimisent le nombre
d’intersection nous concluons directement. O

Remarque 2.1Une géodésique disjointe deet 3 est aussi disjointe de S@p,3).
En particulier, Séfo, 3) est 'unique géodésique séparante n’intersectantipag.
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2.2 Rayons des tores & un bord

Soit T un tore a un bord hyperbolique. Nous appelleramgn de T un segment
géodésique simple reliant deux points du bord, orthobenbord en ces deux points,
et stable par I'involution hyperelliptiqué&tant donné une géodésique ferméee sim-
ple y de T, il existe un unique rayon de T disjoint dey. En fait, cette relation
induit une bijection entre les géodésiques fermées Isisngt les rayons d&. On
désigneray comme lerayon dualde y. Les longueurs d¢ et y sont liees par la
formule siny' /2) sinh(l;(T)/4) = cosKy/2) avecl,(T) la longueur du bord d&.
Soulighons gu’un rayon dB minimise la longueur dans sa classe d’homotopie libre.
Nous renvoyons a [11] pour plus de détails.

2.3 Correspondance induite par une géodésique séparant

Fixons-nous une géodésique fermée simple séparant¥,deous souhaitons com-
prendre la géomeétrie-topologie associée au coQflé).

Notations Nous noteron'; et T les toresa un bord issus de la&toupe d€ dans
X. Par%r, nous @signerons I'ensemble degaresiques feri@es simples d&;, et
par ¢s I'ensemble des@pesiques feri@es simples de X coupafiten exactement
deux points.

Les géodésiques fermées simplesXdétant stables par I'involution hyperellip-
tique, chaque géodésiqye ¢; passe nécessairement par un point de Weierstrass de
chacun des tore€B;, T». Bien sir, il existe des géodésiques fermées simplegatt
& en plus de deux points, nous pouvons méme les choisir ggssadeux points de
Weierstrass situés d’'un méme cote&de

Nous allons mettre en correspondaffgeavecér, x 9r, viale lemme suivant :

Lemme 2.1 Soity € ¥, il existe un unique couplen, y2) € 9r, x %, tel quey, et
y2 soient disjointes dg.

Preuve Cette propriété est purement topologique. En découpardce dey sur le
tore T; nous obtenons un cylindré homotopie et orientation pres, il existe une
unigue courbe fermée simple sur ce cylindregst la géodésique dans cette classe
d’homotopie libre. O

L'appplication=¢ ci-dessous est donc bien définie,
Ef . %{ — %Tl X%’Ez
y — )’

elle est par ailleurs équivariante pour I'action nat@elu groupets /), ouU tg /»
désigne le demi-twist selo&. Lorsqu’il n'y aura pas d’ambiguité nous omettrons
I'indice ¢ de =;.

Lemme 2.2 Soienty et deuxelements d&J, nous avons Equivalence

Z(y)=Z(8) == FKeZ, 5= (tg )" y.
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Preuve L'implication réciproque est triviale cdr ety n’intersectent pag et . Soit
(v1,¥2) € %r, x %r,, déterminons tous les antécédents de ce couple daecoupons

y1 ety dansX, nous voyons sans difficulté qu'un antécédgimtersecte seulement
une fois la perpendiculaire commune aux deux bords issus déedoupe dg (i = 1

ou 2). Nous pouvons de ce fait visualiser les antécédentg dy) de la fagon suiv-
ante (figure 2.1) : nous divison$ en trois parties, deux pantalons et un cylindre,
en découpant deux courbes homotopes &ixons deux points sur chacune de ces
courbes, un antécédent tig, y») est homotope a une courbe dont le tracé dans cha-
cun des pantalons relie simplement les points que nous d@ssen passant entre
les deux autres bords. Dans le cylindre, la courbe posséde ecbmposantes con-
nexes, chaque composante relie un point fixé d'un bord acimt fixé de I'autre
bord. Il est clair que toutes ces courbes sont dans le méhite @ous l'action de

<t§/2>. 0

Fig. 2.1

Le groupe(ts ») agit librement sufgs et trivialement sut4; et %,. Gardons le
méme nonk pour I'application entre les quotients, nous avons :

Proposition 2.2 L'application = établit une bijection entrés / (t ») et%r, x Yr,.

2.4 Relation entre les longueurs

Pour le probleme qui nous intéresse, a savoir la 3-syslcorrespondance définie
ci-dessus nous sera utile dans la mesure ou elle induitelaton —une égalite—
entre les longueurs des géodésiques.

Revenons au coupl&, € ), et fixonsy € 4. Dans le pantalon issu de la découpe
de y; dansT; notons :a une perpendiculaire communeaet a un bord identifié a
¥, hi un segment moitié dg le rayon dual dg dansT;. Enfin, désignons paf;
la coordonnée de twist seldnrelativement d eth,. Nous convenons qu'és = 0
la géodésique supporte les segments, hy. Ces notations sont résumées par la
figure 2.2.
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A twist quelconque, la longueur deest donnée dans [8] par la formule :

cosh{y/2) = sinh(y1/2) sinh(y/2) [sinh(az) sinh(a;) cosh(6; &) + coshay) cosh(ay) ]
—coshy1/2)cosh(y,/2).

Les égalités suivantes :

sinh(y/2)sinh(a;) = coshh)
sinh(y/2)cosha) = cosiyi/2)coth(é/4) i=1,2;
sinh(h;)sinh(& /4) = cosKy/2)

nous permettent d’obtenir I'expression

coshy/2) = costhy) coshhy) cosh6; &) + coshy1/2) cosh{y/2) [cothz(f/zl) -1,
coshy/2) = cosh{hy) coshihz) cosh(6; &) + sinh(hy) sinh(hy).

3 Majoration de la longueur des ates du graphe de contigui

Le but de cette partie est de demontrer la proposition stava

Proposition 3.1 Sous I'hypotBse de minoratiosys; > 2 arccos4,67), les aétes
du graphe de contigté d’'une surface de Riemann de ge@eont de longueur
inférieurea arccosii2,88).

Dans toute cette partie§ est une surface de Riemann de genre 2 eine
géodésique fermée simple séparantXdRappelons que, sauf mention du contraire,
pargéocesiquenous entendons une géodésique fermée simple incaiteract

3.1 Rayon d'injectivité et graphe de contiguité

Une aréte du graphe de contiguité est un segment réglésdistance entre un point
de Weierstrass et 'ensemble des points de Weierstrassitesta borne de Bavard
sur le rayon d'un disque plongé — dont on parla au début gmftie 1 — fut le
résultat motivant I'introduction de ce graphe. Il semtégprioi simple d’obtenir une
borne sur la longueur des arétes du graphe de contignit@tdisant. Cependant
si A est un lacet géodésique réalisant le rayon d'injeéieih un point de Weier-
strass, ce lacet n’est pas nécessairement une géodgsiyparticulier il ne passe
pas forcément par un deuxieme point de Weierstrass. Amgiéodésique fermée
A -1x(A)7L, formée deA et de l'inverse de son image par I'involution hyperellip-
tique, n'est pas en général simple. Il se peut que ce spilégiquement un huit,
avec pour point double le point de Weierstrass. Dans ce cass mavons plus de
contrdle sur la longueur des arétes du graphe de corétigdjacentes a ce point de
Weierstrass.

En fait, il n’existe pas de borne sur la longueur des arategdphe de contiguité
uniforme sur I'espace de Teichmuller. On construit un oe#eixemple de la fagon
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suivante : soiX une surface de Riemann de genre 2, on considére une padiio
X formée d’'une géodésique séparahtet de deux géodésiques non séparantest
ay ; en faisant tendre les longueurs §leas, a» vers 0, les arétes dBgont(X) adja-
centes aux deux points de Weierstrass par lesquels ne ppasen et a, dépassent
n’importe quelle longueur, en conséquence du lemme diecdlle contre-exemple
se généralise en genre supérieur.

3.2 Notations

Notations Etant fixee &, nous noteron; et T, les tores borés paré, nous nom-
meronsa; une ¢ggocesique galisant la systole d&;, et §; la plus courte @ocesique
deT; intersectanty; en exactement un point. Enfin nous appeller@ret & les deux
géocksiques formant un triangle avex et 5 dans le toreT;, avec la convention
4 < g (voir figure 3.1).

T;

Fig. 3.1 Fig. 3.2

Les géodésiques;, B, &, & Vverifienta; < B < & < g, et par monotonie leurs
rayons duaux vérifienteux ausgi< B/ < &' < & (se reporter a2.2). Par définition,
a; est la plus courte géodésiqueeet, par le lemme ci-dessoy3,est la deuxieme
plus courte géodésique dg. En particuliera; et §; se projettent sur deux arétes de
Gcont(Ti)-

Lemme 3.1 La géocksique ferrae simple d&; la plus courte apésa; estf;.

Remarque 3.1Ce résultat est faux si'on ne se restreint pas aux gégaésfermées
simples, c’est la discussion du paragraphe précédendill®aurs le choix deg; n'est
pas toujours unique.

Preuve Travaillons dans le tor&;, et notonav; le point de Weierstrass par lequel ne
passe pas;. La géodésiqug; passe nécessairement par, et se projette sur une
aréte deGeont(Ti). Ainsi, B1 est la géodésique la plus courte passantpar

Soitn une géodésique distincte de ne passant pas par. Nous allons mon-
trer quen > B, ce qui suffit pour conclure. En découpant puis les perpendicu-
laires communes aux bords issusaieet &, nous obtenons deux hexagones droits
isométriques. L'un d’eux est représenté en figure 3.2 egconventions= a1 /2,
c = &/4. Dans le pantalon, un segment moitiérgleelie les deux bords issus de la
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découpe der;, et de ce faif) /2 > 2a. Le segmenf, reliantw; au milieu dee, ma-
jore la demi-longueur de la plus petite géodésique nerate passant pawy, d'ou
f > B1/2 > e. En appliquant I'inégalité triangulaire dans le triamgle cotés, f et
e/2onaa>e/2.Doncn/2>2a>a+e/2> (/2. O

3.3 Majoration du twist

Lemme 3.2 Il existe un point d& N (a; UB;) et un point de§ N o sepates par un
segment dé de longueur ingrieurea & /6.

T» Ty
3
e\

By

§/6< /

!
a

Fig. 3.3

Preuve Les points d& N (aj U B;) divisenté en quatre segments : deux contenant
un point ded;, et deux n’en contenant pas. S¥itla surface hyperbolique fermée

de caractéristique-1 associée &1 par autorecollement d& = 9T, (voir [11]). La
découpe desrayomg, 3; etd; transforme la surfacg en un pantalon hyperbolique.
Les perpendiculaires communes de ce pantalon s'ident#i€mhage deé dansy,

et la perpendiculaire commune la plus longue est celle dgpas bord le plus long,
celui provenant dé;. La longueur de ce segment, qui est un de ceux ne contenant
pas de point dé; est donc supérieure&/6.

Découpongx; dansTj, nous avons un pantalon se divisant en deux hexagones
droits dans lesquels nous situons sans difficultés leswsaypet B;. Nous majorons
directement la longueur d’'un segment§lee contenant pas de point dgparé /4.

Comme la somme des longueurs des quatre segments délipaitdes points
de & N (ajUB) vauté, il est clair que les segments les plus courts sont ceux ne
contenant pas de points @, en particulier ces segments réalisent la distance sur
¢ entrea; et B;. On conclut en considérant un segment moiti&deélimités par
les extrémités du rayoay, on a représenteé la situation en figure 3.3, le résultat es
maintenant évident. O
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Remarque 3.2Au cours de la preuve, on a montré que la distance semtreq; et
B; est comprise entr&/6 et /4. Notons aussi que le résultat est optimal.

3.4 Trois majorations connues

SoientX une surface de Riemann de genre 2§ etne géodésique séparanteXie
Alors

coshRy;) < 2,88, (3.1)
sinh(a; /2) < m, (3.2)
cosha;/2) < cosh&/6)+1/2, (3.3)

ouRy; désigne le rayon d'injectivité au point de Weierstragsa; le plus petit rayon
du toreT;, a; la systole du tord;. La premiéere inégalité vient de la borne de Bavard
sur le rayon d’un disque plongé, la deuxiéme est I'inggalptimale pour le rayon
d’'un collier ([4]), la troisieme est I'inégalité systque optimale du tore a un bord
([15,13,11)).

Cong£quence 3.De (3.3) nous déduisons que si g§) > 2 arccosky,67), alors
toute géodésique séparadtee X vérifie

cosh&/2) > 4,67. (3.4)

3.6 Preuve de la proposition

ConsidéronX une surface de Riemann de genre 2 vérifianf $y& arccosl4, 67).
Nous supposerons qu’en un point de Weierstrasde X le rayon d'injectivité n’est
pas réalisé par une géodésique fermée simple, maigrpkacet géodésique simple
A. Dans le cas contraire, on a une majoration de la longueuar@ss deS:oni(X)
par (3.1).

Lacet ealisant le rayon d’injectivé

Lemme 3.3 Le lacetA n’est pas éparant.

Preuve La géodésique dans la classe d’homotopie librg dst de longueur inférieure
aA, en particulier elle ne vérifie pas (3.4). O

Avecle lacefA, on considére naturellement la géodésique fermédsis@parante
& dans la classe d’homotopie libre du prodliitix (A ), ouix(A) est le lacet image
de A par l'involution hyperelliptique. Cette géodésique @siblement simple. Elle
est séparante céix (A )] = —[A] dansH1(X,Z) et[ix(A)] # [A] 71 dansm (X, wy).

SoitT; le tore bordé paf contenantv;. La géodésique dans la classe d’homotopie
libre deA est contenue dari;. En la découpant on visualise facilement les ladets
etix(A) :ils correspondent aux segments issusvl®rthogonaux aux perpendicu-
laires communes du pantalon (figures 3.4 et 3.5). NotonsegpeoiduitA - 1x (A )2
forme une géodésique non simple s’auto-intersectamhen
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Lemme 3.4 La géocksique dans la classe d’homotopie libre Aleéalise la systole
du toreT4, c'est donaa;.

Preuve La géodésique dans la classe d’homotopie libreAdest plus petite que
n'importe quelle géodésique passant waycarA réalise le rayon d'injectivit®y, .
En particulier le torel'; a exactement une systole, et celle-ci ne passe pawipar
La plus petite géodésique fermée simple apres la gy/g@adse pawv; (lemme 3.1),
ainsi il vient que la géodésique dans la classe d’hometliipie deA est la systole
deT;. (]

Principe de la preuve

Par découpe de; et de ses perpendiculaires communes dyéetoreT; se divise en
deux hexagones droits isométriques. Ces hexagones seunt taur formés de deux
pentagones droits isométriques. Un de ces pentagonespeésenté en figure 3.5
avec la conventionc= ¢ /4,e=a1/2,r = Ry,, et coslif) = coshe/2) cosh{a). Le
segmentf relie w; au milieu dee, sa longueur majore la demi-longueur de la plus
petite géodésique di; passant pawi. Pour démontrer la proposition 3.1 il suffit de
prouver que cosif) < 2,88.

Nous allons prouver cette inégalité par I'absurde : sthypbthese

cosh(f) > 2,88 (3.5)

nous allons élaborer une procédure prenant en entréraanieement de et sortant
une majoration d¢8, et de la plus petite géodésiqyec ¥; telle quey, = a; et

Y2 = B2 avec(y, o) = =(y). En implémentant cette procédure sur ordinateur nous
verrons que les longueurs de ces géodésiques sontinfésia 2 arccosh, 67) pour
toutes les valeurs possiblesdee qui contredira sys> 2 arccosly, 67).

Trigononétrie et preméres estimations

Voici trois relations trigonométriques dafebcdg (voir [8]) :

cosha) = z:;mg (3.6)
cosHc) = tanh(a) sinh(r) (3.7)
cosh(f) = —Sm0) (3.8)

\/2(cosHe) — 1)
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De ces relations nous pouvons immédiatement tirer quslgsimations :

coshe) < 1,44 (3.9)
cosha) > 2,6 (3.10)
cosHc) > 0,923 sintr) (3.11)

La premiére estimation se déduit de (3.8) et des iné&ga(R.5) et (3.1). La deuxieme
se déduit de la premieréa cosh{a) cosh{e/2) = cosHf) > 2,88. Enfin la troisieme
résulte (3.7) et (3.10).

Procédure de majoration

Dans ce paragraphe nous présentons une procédure peararitée un encadrement
der, et sortant une majoration a la fois @ et de la plus petite géodésiqye=
¢ verifiant =(y) = (a1,B2). Cette procédure consiste en un enchainement d’une
dizaine d'inégalités dont le cheminement global se mésainsi : par des formules
de trigonomeétrie nous encadrons facilement les longuéeis et aj, en revanche
I'obtention d’inégalités suey, aj, B2 et B s'avere plus délicate, il s’agit d’exprimer
la longueur de la plus petite géodésiqueevérifiant =(y) = (a1, az) et d’écrire
qu’elle dépasse 2 arccqgh67) (on majore facilement; eta, par 2 arccost#, 67)).

Partons d’un encadrement

r(l) S r S r(z)

1. De ce dernier et de (3.7) nous tirons un encadremiéh& ¢ < c@. Par (3.4)
nous supposeronsl1l< ¢,
2. De sintb = coshe/ sinhc et costb = 1/(tanhatanhc) vientb < b(® avec

2 : . 1.44 1
b@ = min (arcsmhw),arccosl(ltam(L 509) tanhd @ )) .

3. Les systolesx; et oz des toresT; et T, sont inférieures & 2 arccogh67) ;
c'est clair poura; car a;/2 = e et coslie) < 1.44 (3.9), poura, il convient
d’'appliquer (3.3) avec la majoration dedonnée par cos§/4) < sinhr (3.7).
Nous en déduisons que la plus petite géodésjoue; vérifiant=(y) = (a1, a2)
est nécessairement de longueur supérieure a 2 aféc63h De ce faitaj est
minorée paném, le double de la solution positive de I'équation (VOR2.4)

costb® coshxcoshc® + sinhb® sinhx = 4,67.

La majoration (3.2) s’appliquant directemen&§ nous obtenons finalement un
encadrement, ) < af < a3 ?.

4. Soity la distance su€ entrea; etaj. En suivant le raisonnement précédent, et
en usant de (3.4) et (3.2), nous avari¥ < u ot u est la solution positive de

I'équation

1 1
costb®, [14+ ———costx+sinhb® ——— __ — 4 67.
4sint?(cl)/3) 2sinh(c(V) /3)
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()]

. La relation cosfuz/2) = sinh(aj/2) sinhc (voir § 2.2) donne un encadrement

aén <ax< aéz), dont nous ameéliorons éventuellement le majorant paj.(3.

. . . N 2
6. Soita, la perpendiculaire communeca et o, nous avons, < a'?) avec
2 7)

@) _ i 1 1
a, ’ =min | arctani @ ), arccoslf @ ) |-
cosh{aj'” /2)tanhc(V) tanh( a1 /2) tani ' /2)

7. De cosliB,/2) < cosHa»/4) cosha, nous tirons une majoratigBy < B2<2).
8. De la relation cogl,/2) = sinh(;/2) sinhc nous déduisons une majoration

By < B2
9. Nous majorons pa? la longueur de la plus petite géodésique 9 telle que
Z(y) = (a1, B2), avecy!? définie par

2) '(2) () '(2)
cosi{—-) = coshb? cosi{BzT)cosi(A'CT — W) 4 sinhb® sinh(BzT).

Le parametre d? /3— uM correspond au twist, c’est-a-dire & la distance entre
ay etB5 suré. Comme la distance sdrentreas et 3) est supérieure ou égale a

£ /6 (remarque 3.2), et celle enimg et a;, est minoré papY, nous trouvons que

le twist est inférieure § /2 — & /6 — u(Y,

Voici le code de la procédure en Maple :

test:=proc(r_1,r_2)
local c_1,c_2,b_2,dalpha2_2,dalpha2_1,mu_1,alpha2_1,alpha2_2,a2_2,
beta2_2,dbeta2_2,ch_gamma_2;

#etape 1
c_1:=max(1.111,arccosh(tanh(1.609)*sinh(r_1)));
c_2:=arccosh(sinh(r_2));

#etape 2
b_2:=min(arcsinh(1.44/sinh(c_1)) ,arccosh(1/tanh(1.609)*1/tanh(c_1)));

#etape 3
dalpha2_1:=fsolve(cosh(b_2)*cosh(x)*cosh(c_2)+sinh(b_2)*sinh(x)=4.67,
x=0..1000) ;

dalpha2_2:=arcsinh(1/2*1/sinh(c_1/3));

#etaped
mu_1:=fsolve(cosh(b_2)*sqrt(1+1/4*1/sinh(c_1/3)"2)*cosh(x)+
sinh(b_2)/2*1/sinh(c_1/3)=4.67,%x=0..1000) ;

#etapeb
alpha2_1:=arccosh(sinh(dalpha2_1)*sinh(c_1));
alpha2_2:=min(arccosh(sinh(dalpha2_2)*sinh(c_2)) ,arccosh(cosh(c_2%*2/3)+0.5));

#etapeb
a2_2:=min(arctanh(1/(cosh(dalpha2_1)*tanh(c_1))),
arccosh(1/(tanh(alpha2_1)*tanh(dalpha2_1))));

#etape7
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beta2_2:=arccosh(cosh(alpha2_2/2)*cosh(a2_2));

#etape8
dbeta2_2:=arcsinh(cosh(beta2_2)/sinh(c_1));

#etape9
ch_gamma_2:=evalf (cosh(b_2)*cosh(dbeta2_2)*cosh(4*c_2/3-mu_1)+
sinh(b_2)*sinh(dbeta2_2));

RETURN (beta2_2,ch_gamma_2) ;
end:

Conclusion

Nous pouvons supposere [1,292;1 72|, la minoration se déduit de (3.7) et (3.4),
et la majoration vient directement de (3.1). En appliquangrbcédure a une subdi-
vision suffisamment fine de cet intervalle, il appparait guglus courte géodésique
y € 9 telle que=(y) = (a1,B2) est de longueur inférieure a 2 arccoslt7). Les
géodésiquea; et [, étant elles aussi de longueurs inférieures a 2 ar¢do8h) (la
majoration deB, est donnée par la procédure), I'hypothése; sy arccoské,67)
est contredite. Ceci termine la preuve de la proposition 3.1

4 La 3-systole est la systole de la famillegz U {& }

Soit X une surface de Riemann de genre 2 vérifiant(Sys> 2 arccost4,67).
D’apres le corollaire 1.1, tous les sous-graphes minint&@cont(X) sont isomor-
phes au graph@g, en particulieGeont(X) a exactement deux composantes connexes,
et il existe une unique géodésique sépargndesjointe deGeont(X).

Dans cette partie nous allons établir une égalité eatBedystole d&X et la systole
de la famille%; U {&}. Cela se fera en deux étapes, dans un premier temps nous
regarderons quelles sont les plus petites géodésiqugsd¢é }, nous montrerons
ensuite que sy est I'une d’elles alors la longueur de la partitigny, y») est donnée
par la longueur dg.

Notations Nous dsignerons pa# la famille de gocesiques

F={yeY:; Z(y) € {a1,B1, 0} x {0z, B2, 5} } U{&}.

Nous associerona toutélementy de %; la partition (y,y1,)2), eta & la partition
(&,a1,a2). Nous avons vu aj 2.4 que la longueur d’'une@psiquey € ¥; est
donree parcoshy/2) = coshy; /2) cosh(y,/2) cosiu) + sinh(y; /2) sinh(y5/2), ol
U est, moduld&, la longueur d’un des quatres segmentsEddelimites par les points
d’intersection dey ety, avecé.

Nous travaillerons fequemment dans le pentagdabcdé, moitié de I'hexagone
droit issu de la écoupe dgB8; dans le toreT;. Ce pentagone est repseng en fig-
ure 4.1 avec les conventionsbp;/2,c=& /4, e=B1/2et f =& /2.
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Fig. 4.1

4.1 Deux lemmes techniques

Lemme 4.1 Dans le pentagongbcde on acoshe) < 2,16 oucosha) < 1,62.

Preuve Supposons par I'absurdeI® < coshe) et 1,62 < cosha). Alors, dangabcde
nous avons les cing inégalités suivantes :

2,16 < coshe) < 2,88,

1,62 < cosha) < 2,88,

2,44 < coshc) < 8,
coshb) < 1,4,
sinh(b) < Zn“i

Les deux majorations par,@8 proviennent de la borne sur la longueur des arétes
de Geont(X). En utilisant I'identité cosft) = sinh(a) sinh(e) avec les deux premiers
encadrements nous obtenons le troisieme encadrementajoaation de cosib) se
déduit des deux premiéres minorations et de I'égaditéne) cosia)tanh’b) = 1.
Enfin, la derniére inégalité est triviale.

Nous allons exhiber une géodésiggez .7 \ {&} telle que la longueur de la
partition (n,n1,n2) est donnée pan et inférieure a 2 arccosh, 67). Partons de
n e #\{&} verifiant=(n) € {a1,B1} x {a2} ety < &/6, un teln existe par le
lemme 3.2. En majorant le rayar} par (3.2) nous avons

cosh(n/2) = coshB;/2) cosia5/2) cosh i) + sinh(B1/2) sinh(a5/2)

cost(n/2) < cosh(B/2) \/1+ Wé/ﬂ)z cosh{¢ /6) +sinh(B;/2)

1
2sinh(&/12)

Nous allons distinguer quatre cas correspondant a desafies de valeurs dé. Ces
intervalles sont déterminés par c¢&li4) € [2,44;3,(3;4],[4;6],[6;8. Pour chaque
encadrement dé nous fournissons une majoration g nous contrdlons ainsi la
longueur denp. Dans les deux premiers cas, nous utilisons l'inégabght) < 1,4
pour majorerB;, nous trouvons cogh) < 4,31 dans le premier cas et cggh <
4,57 dans le deuxieme. Dans les deux derniers cas, nous nvossee 'inégalité
sinh(b) < s?nﬁ?: pour majorey3;, nous trouvons cogh) < 4,57 dans le troisiéme et
cosh{n) < 4,37 dans le quatriéme.
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Danstous les cas, la géodésiquegerifie bien costr /2) < 4,67. Les géodésiques
n1 etny sont de longueurs inférieures a 2 arcd@s@8) car elles se projettent sur des
arétes du graphe de contiguité. Finalement, on a bierahserdité car la partition
(n,n1,n2) contredit 'hypothése cogbys;(X)/2) > 4,67. O

Con£quence 4.2 a systolea; du toreT; vérifie coslia;/2) < 2,26. Dans le cas
ou coslie) < 2,16 c'est évident puisque; est plus courte qu@;, dans le cas
ou coslta) < 1,62 on utilise les majorations cogh /2) < 2,88 et cosliay/2) <

coshB1/4)cosHa).
Remarque 4.1Ces inégalités sont aussi valables dans leTore

Lemme 4.2 La longueur d’une partitiorty, y1, y») assoceed unélementy de.# est
donrée par la longueur dg.

Preuve Soit y un élément de#. Ou bien la longueur de la partitiafy, y1, y») est
égale a la longueur dg c’est par exemple le cas lorsqug y» se projettent sur des
arétes du graphe de contiguité (proposition 3.1). On kidongueur de la partition
est donnée par la longueur du couple y»). Comme lesy; et 5 se projettent sur des
arétes de&scont(X), on ayy = & ou y» = &,. Pour fixer les idées, nous supposerons
que la longueur de la partition est donnée par d;. Dans le pentagon@bcde
nous avons alors :

cosHa) cost(e) > cosH(@/2) > 4,67
coshe) > cosHay/2) > cosha) } — coshe) > \/4,67>2,16

et de méme,

cosHa)cosHe) > cosid1/2) > 4,67

4.67
288> coshe) } = cosHa) > — > 1,62

— 2.88

Ces minorations contredisent le lemme précédent. O

4.3 Egalité entre la 3-systole et la systole de la fansfle) {& }

C’est le dénouement, nous allons abandonner la 3-sysiqieddit de la systole de la
famille s U {&}.

Lemme 4.3 Soity une geocesique éalisant la systole de la famillé;, alors

Z(y) e {01,101, 61} x {a2, B2, %, €2}

Preuve Soity une géodésique de longueur minimale dans la fargilleEn raison de
leurs propriétés de minimisation les géodésiques, 5 ne peuvent s'intersecter en
dehors des points de Weierstrass. Conome3;, & forment un triangle, nous avons
I'alternative suivante : ou biepne rencontre pas le triangle; 5 &) en dehors de ses
sommets, alory est disjointe d'une des trois géodésiqueesf;, & ; ou bieny ren-
contred; en dehors de ses points de Weierstrass, gloosiped; en exactement deux
points (Echangés par I'involution hyperelliptique) aspe par le point de Weierstrass

opposé, dans ce cgest disjointe de;, autrement dig; € =(y). O
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Rappelons nos hypothéseX:est une surface de Riemann de genre 2 dont la
3-systole vérifie sys> 2 arccosky, 67).

Proposition 4.1 Soity une godesique galisant la systole de la famill@; U {&},
alors =(y) € {a1,B1, 0} x {2, B2, 5}

Preuve Il s’agit de montrer que le deuxieme cas de I'alternativéad@émonstration
précédente ne peut se produire. Supposons par I'absuegecquped; en dehors des
points de Weierstrass. En découpant la géodégiguians le torél'; nous obtenons
un pantalon hyperbolique (figure 4.2). Ce pantalon se scérdédeux hexagones
droits isométriques, se divisant a leurs tours en pemagydroits isométriques. Nous
allons travailler dans un de ces pentagones, dont housomstgr(i = 1,...,5) les
sommets (figure 4.3). Soiemt ety les médiatrices respectives des segmgSitSs|

et [wy,ws], la longueur de chacun de ces segments est inféerieurecash2, 88),
ainsi sinlfPS;) sinh(S;Ps) < 1 et nécessairemeny etms s'intersectent en un point
PdeX.

Placons nous dans le revétement univeXsde X, et considérondi un point de
¥ se situant au-dela du trirectanq@ﬁlf’sél). Par construction ce point est soit plus
proche de55 = Wy que deS;, soit plus proche ders"que dews, dans les deux cad
est plus proche d’'un des deux relevés des points de Weissait, w3 que du relevé
dew,. Ceci contredit presque la minimalité gielans la familleZ, le seul probleme
étant qu’on peua priori parcourir plusieurs foig dans le revétement universel avant
de sortir du trirectangle.

Montrons que la distance d&a W, est inférieure en cosinus hyperbolique 82
Nous avons cogPW,) = cosh{PoWi,) cosh(PoP), mais costPoW,) = coshay/4) <
1,28 par la conséquence 4.2. Il suffit donc de majorer @@$. Soit ¢ 'angle du
trirectangle erP, par les formules usuelles il vient :

cosp = sin(RS;) sinh(§;Fs5) < sinh(a/4) sinh(B1/4)
cosr(f’zﬁ) _ cossri(rilpPs) < cosgfé/@

Par le lemme 4.1 on a co@ly /2) < 2,26 et coskB1/2) < 2,88, ou coshy /2) <
2,16 et coskiB;/2) < 2,16. Dans le premier cas nous trouvons ¢@sR) < 2,2 et
dans le deuxiéme co@®P) < 1,55. Au final nous avons bien ca$hi,) < 2,88.

La longueur dey/2 est supérieure & &8 en cosinus hyperbolique, sinon nous
pourrions contredire la proposition 1.1. La géodésigpart dew, pour pénétrer dans
le pentagoné€S; $,5$1S5), et traverse alors le trirectandl&PRS; ). Vue notre ma-
joration de la distancd(P,w-), y sort du tirectangle avant d’atteindre son deuxieme
pointde Weierstrass ; ainsi, les pointsydla sortie du trirectangle sont plus proches
dew; ou dews que dew,. C'est absurde puisqueest supposée de longueur mini-
male dang;. O

Théoreme 4.1Lorsque la3-systole erifie sys; > 2 arccosk¥, 67), la systole de la
famille%; U {& } estégalea la 3-systole.
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Preuve Nous venons de voir que lorsque c(syg;(X)/2) > 4,67 la systole d&/; U
{&} est égale a la systole d&. Mais la longueur d’une partition associée a une
géodésique de” est égale a la longueur de la géodésique, ainsi la syst®l7#
coincide avec la longueur minimale des partitions agsscux €léments d&. Donc

SYSgutey = S8 = InfI(y) = INCI(y. 11, 2) > Sy,

la 3-systole est majorée par la systole de la fansifie) {& }.

Supposons par I'absurde que la 3-systole n'est pas eeapsr la systole de
¢s U{&}. Considérons une partition de longueur minim@lg y», y3), une des trois
géodésiques de cette partition (disgasintersecte nécessairemenen au moins
quatre points, car le nombre de points d’intersection esepaeules les géodésiques
de ¥ intersecteng en exactement deux point&.partir de cette géodésique nous
allons construire une partition de longueur inférieung,ace qui est absurde. Nous
distinguons deux cas :

Cas a1 y1 est non éparante.Commey; coupe au moins deux fois chaque com-
posante du graphe de contiguité, elle supporte au mositsegsegments intersectant
'une des composantes du graphe en un point de Weierstrdissite¢ a I'intérieur
d’'une des arétes. Prenons le plus petit de ces segments,l@@omplétons par
un bout d'aréte en un chemin géodésique par morceawampapsr un point de
Weierstrass de chacune des composantes. La longueur deroenabst inférieure a
y1/4+ arccoslf2,88) /2 et donc inférieure § /2. En prenant le double de ce chemin
par I'involution hyperelliptique nous obtenons un lacetgle, la géodésique dans sa
classe d’homotopie libre appartient4a et est en longueur strictement inférieure a
y1, absurde car SySue > [(y).

Cas @I y; est €parantela géodésique intersecte chaque composante du graphe
de contiguité, pour fixer les idées nous supposerondlegurgersecteas, ce choix
n'ayant aucune incidence sur la suite. La géodésjgest séparante et divise la sur-
face X en deux tores a un bord. & intersectey; en au moins quatre points, on
considere une systole de chaque tore bordépadres rayons duaux de ces systoles
sont plus courts que les segmentsadereliant deux points d¢4, en particulier la
somme de ces deux rayons est inférieur; 2. A partir de ces rayons duaux et
de y1, on construit une géodésique disjointe des systoles Etrdpieur inférieure a
a1/2+y1/2, donc inférieure & . Cette géodésique forme avec les deux systoles une
partition de longueur inférieureja, absurde. S@r; intersectgs en exactement deux
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points, alors les deux géodésiques disjointeg det a; sont de longueurs inférieures
ayi. En effet, les rayons duaux de ces géodésiques sont dedargjinférieures a;,
or, en se placant dans des pentagones, on exprime les lasgieces géodésiques
en fonction des longueurs des rayons duaux g4 dBonc ces deux géodésiques for-
ment ave@; une partition de longueur inférieurg/ig absurde. O

5 Existence et @termination du maximum global desys;
5.1 Existence

Proposition 5.1 Les surfaces de Riemann de geRdpnt la3-systole est sugrieure
ouégalea 2 arccosl¥, 67) forment un compact de I'espace des modules.

Preuve Cet ensemble est un fermé de I'espace des modules, il slagihontrer
gu’il n'atteint pas l'infini. Rappelons que nous allons @fini dans I'espace des
modules lorsque la systole tend vers 0 ([12]). Supposomsstence d’'une surface
X avec coslsys;(X)/2) > 4,67 et sy$X) aussi proche de 0 que voulu. Vu (3.4)
les systoles d&X ne sont pas séparantes, elles sont donc associées aétiss dar
graphe de contiguité. Disons par exemple quest une systole, alors les inégalités
1 <cosh&/4) < sinh(a1/2)sinh(B1/2) < 2.8 sinh(a1/2) entrainent une contradic-
tion lorsquea; tend vers 0. a

Corollaire 5.1 La 3-systole admet un maximum global s#.

5.2 Détermination

Notations Nous @signerons par M un point dé; et par X la surface sous-jacente.
Nous travaillerons dans I'ouvert D dé&, défini par D= {sys; > 2 arccosl¥4,67)}.

Nous avons :
B(2) = maxsys; = maxsysy, ¢} -
D D ¢

Les points réalisant le maximum global €de la fonction SY$. (&} appartiennent
aD. Nous allons rechercher ces points.

5.2.1 Theorie de Voronbgéonétrique

La systole des surfaces de Riemann est un analogue de i#éinvalHermite des
réseaux euclidiens. Un cadre théorique général eaglotes deux invariants a été
élaboré par C. Bavard ([3,5]), les notions de perfectiofi@utaxie y sont définies en
termes de gradient des fonctions longueur, et I'on retrauvanalogue du théoreme
de Voronoi dont voici un énoncé dans le cadre qui nousieahv

Théoreme Une surface de Riemann compacte estéertr si et seulement si elle est
parfaite et eutactique.
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En particulier, les maxima locaux des fonctions de typeatgstdmettent au moins la
dimension du Teichmuller plus une géodésiques réaalisasystole (voir aussi [15]).
Ici on considéere la systole de la famifig U ¢, les fonctions longueur de géodésique
étant strictement convexes le long des géodésiquesrdéttigue de Weil-Petersson,
il vient que cette fonction rentre bien dans le cadre définiavard dans le§; 1.1

et 12 de [5]. Ainsi, dans une surface réalisant un maximum Idedh 3-systole sur
D, ou de maniere équivalente de S Sur D, il y a au moins 7 géodésiques de

s U& de longueur minimale. La géodésigfietant potentiellement 'une d’elles, il
reste au moins 6 géodésiquesgede longueur minimale darig; U ¢. Rappelons
gue ces géodésiques appartiennefit par le lemme 4.3. Nous allons déterminer les
configurations possibles pour ces géodésiques.

Notations Nous noteronsy; ) jej la famille des §odesiques distinctes dede longueur
minimale dans#.

5.2.2 Deux lemmes d’intersection

Lemme 5.1 Leséléements deZ# n'intersectent lesy;, i et & qu’en des points de
Weierstrass.

Preuve Les éléments de# \ {£} s'obtiennent essentiellement & partir des rayons
duauxa;, B/ et &'. Or ces rayons n'intersectent les trianglesfi&) qu’en leurs
sommets. O

Lemme 5.2 Les geocesiquesy;j)jec ne s'intersectent pas en dehors des points de
Weierstrass.

Preuve Lesy; sont toutes de méme longueur, la longueur minimale d’améht de
% . Si deux d'entre elles s’intersectaient en dehors des poi@t\Weierstrass, nous
pourrions facilement en construire une troisieme plugeet O

5.2.3Elimination de configurations

Soit Mmax un point deD réalisant un maximum local de la fonction sysnous
noteronsXmaxla surface sous-jacente.

Proposition 5.2 Dans Xnax deux godesiques dey;)jci ne passent jamais par les
deux némes points de Weierstrass.

Preuve Soienty;, et y;, deux éléements de¢yj)jc; passant par les mémes points
de Weierstrass. Ces géodésiques different nécessaited’'un demi-twist selog .
Ainsi, vue la formule di§ 2.4, il est clair que le coefficient de twist sel§rdans la
partition formée d€ et des géodésiques dgy;, ) est égal a 1/4.

En découpany;, et les géodésiques dg(y;,) dansX, nous obtenons deux pan-
talons hyperboliques , envoyés I'un sur I'autre par I'itutmn hyperelliptique. Les
contraintes données par les lemmes 5.1 et 5.2 permettsittidetoutes leg; (j € J),
elles sont exactement au nombre de 6, et passent chacune ges deux points de
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Fig. 5.2

Weierstrass appartenantyy. Nous avons représenté en figure 5.1 un de ces pan-
talons, les géodésiques en trait fin correspondentgi, & (i = 1,2), celles en trait
gras auxy; (j € J). Le graphe en-dessous donne un point de vue combinatanégd

en gras s'identifie &;,. Dans la suite de la preuve nous prendrdes{1,...,6} et
ji=1j2=2.

En procédant a quelques découpages dgns nous arrivons a la figure 5.2.
L'égalité des longueurs entre lgs(j € J = {1,...,6}) entraine que les coefficients
de twist selon les géodésiques®gy ) (dans la partition formée de ces géodésiques
etdef) valent 1/2. Dan¥mayx nous avons deux triplets de géodésiqugsys, 1) et
(ys, ya, a2), formant des triangles isocéles disjoints ; il existe uaedgsique séparant
Xmax €n deux tores a un bord contenant chacun un triangle, ces doun bord sont
déterminés a isométries pres par les longukyss =1 (v4) =1(ys) =1(ys), il S’ensuit
[(a1) =I(ap). Enfin I'égalité entre la longueur deet celle deg; (j € J) détermine
Xmax de maniere unique a isométrie pré&ax ~ N(3) ([15]), maisN(3) ¢ D car
cosh&/2) < 4,67. O

Dans la proposition qui suit nous faisons apparaitre unéguaration susceptible
de produire un maximum, nous prouvons l'existence d’unéasarréalisant cette
configuration, et montrons sa maximalité vis-a-vis de-&y8tole.

Proposition 5.3 Dans Xnay, trois geocesiques distinctes dg; ) jcj ne passent jamais
par un méme point de Weierstrass.

Preuve Supposons que par un point de Weierstrass passent troikegj§oes de
(¥j)jes- Découpons l'une de ces trois géodésiques ainsi queupleajui lui est
associé pak. Nous obtenons deux pantalons hyperboliques, envoy@siliul’autre
par I'involution hyperelliptique. Il apparait vite parddemmes 5.1 et 5.2 qu’il n’'y
a que trois configurations topologiques possibles poufygsc; dans ces pantalons
(figure 5.3). En fait ces trois configurations correspondembe seule et méme con-
figuration dans la surface toute entiére, d’un point de aralinatoire nous avons
un seul et méme graphe, il n’y a que l'aréte découpéerééirgtras) qui change. Dans
la suite de la preuve nous prendrans {1,...,6}.

Soientw; etw, les points de Weierstrass en lesquels concourent trodggaques
de (yj)jea, soit y1 la géodésique reliant; et wa, soienty, et y; les deux autres
géodésiques passant par, et soienty, et s les deux autres géodésiques passant par
wz. Chacune des pairgs, y; et y4, ¥ forme un triangle isocele avec une géodésique
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Fig. 5.3

desai, B, &, ces triangles sont disjoints et nous pouvons trouver weal@sique

les séparant, par conséquent ils sont isométriquess Mowdéduisons que les deux
bords differents dg; dans le pantalon de gauche de la figure 5.3 ont méme longueur.
Vue la configuration des géodésiques v, ¥4 et 5 dans ce pantalon, nous avons
nécessairement; = az, B1 = 2 et & = d, en particulier les tore¥; et T, sont
isométriques. Notons que la translation d’ordre 2 s¢forgalise un automorphisme

de la surfac&max

Fig. 5.4

Nous allons prouver I'existence de la surface évoquédainl s'agit de réaliser
la configuration de gauche de la figure 5.3. Nous consid&tons un pantalon avec
deux bords égaux de longueuy, 2 troisieme bord étant de longueuwt. Nous exp-
rimons trivialement les longueutsu et z (voir figure 5.4) en fonction de ety :

cosift = —osfx_ | 9

costfy—1
_costy
costfu = costfx—1 +1,
cosiz — cosi xcosiy

(cosf x—1)(cosify—1) "

Sur chaque bord nous fixons deux points opposés correspioagapoints de Weier-
strass, les couples sur les bords de longugan? le méme décalaggy par rapport
aux perpendiculaires communes. Les segments tracés smegn@sentent les seg-
ments moitié des géodésiqugs y», ¥s, Vs et &. Lexistence de la surface équivaut
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a I'existence de parametr&sfy, y, 6 tels que les 5 segments géodésiques en gras
soient de méme longueur. Supposaret y fixés, choisissons, tel queys soit de
longueur 4, c’est-a-dire tel que co$By) = coshx/ coslt ; nous pouvons alors cal-
culer sinp eth en fonction dex ety :

sin? @ = costt (¥ + 6yy) + costfz— cost (3 + 8y) coslf z,

__ cosiz
cosith = et

et en posanX = costx etY = coshy nous avons

Yi
COSH(% + Q/)/) = m

X(Y + 1)\/X2Y272X27Y2+1} ,

[X2Y2 4 XY —X2/2-Y?/2+1/2+

La conditiony, = y5 = 4x, équivalente & cosh= cosh(2x)/coshy/2), donne im-
plicitementy en fonction dex. Nous élaborons facilement un petit programme qui en
entrée prend et sort une valeur approchée yePour différentes valeurs denous
calculons

_OX3(X2-1)
COX24Y2-1
4(2X% —1)y/X4—2X2—Y24 1|,

cosi(2(1— 8)x) [8X4—12X2 —4Y% 45—

puis cosR(2(1 — 6)x)sir? @ — costt(y/2 4 8y), cette grandeur prend des valeurs
négatives et positives, nous en déduisons (en nousrldeas le trirectanglby; zy)
I'existence d'unx tel que les géodésiques, », V3, Vs et £ sont de méme longueur
4x. Nous trouvons que les coordonnées twists-longueursieofude notre probleme
sont approximativement

(X; B¢;y; 6)~(1,1076; Q17; 106; 0 15).

Nous venons de prouver I'existence d’une surface vérilgeanfiguration voulue,
on vérifie sa maximalité vis-a-vis de la systole de la f#; U ¢ en calculant les
gradients des fonctions longueur des systoles au poinuv@gst un exercice de
trigonométrie hyperbolique qui s’effectue sans diffiealavec I'aide de [8]). Nous
observons que les conditions d’eutaxie et de perfectioftsen réalisées, 'analogue
du théoreme de Voronoi nous dit que cette surface estéxigame pour la fonction
SYSy; e -

Il Reste a montrer que les systolesige & réalisent bien la 3-systole d6nax.
Les géodésiques de longuewr sont les systoles de chacun des tores délimités par
¢, elles réalisent aussi la systole ¥gax. Nous repérons facilement la deuxieme
plus petite géodésique de ces tores. En comparant leadongde ces géodésiques
avec celles des perpendiculaires communes du pantalorfigaerda 5.4 nous voyons
gu’elles réalisent chacune le rayon d'injectivité de laface Xmax €n un point de
Weierstrass, autrement dit elles induisent des arét€sgig Xmax), €t les géodésiques
vi,..., Vs réalisent la distance entre les deux groupes de points terstfass. Con-
sidérons une partition de longueur minimale, elle conéermoins deux géodésiques
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non séparantes, nécessairement chacune d’elles esgtrombliuse dans I'un des tores
délimités par ou bien un élément de la famillgs, ..., }. Sil'une d’elles appar-
tient a la famille{y, ..., s} ces derniéres réalisent bien la 3-systole. Si les deuix son
contenues dans un tore, alors la troisieme géodésiqgleemhatition est ou bien non
séparante et dans ce cas appartient a la fagnille . ., ys}, ou bien séparante et dans
ce cas c'es€ (il suffit de travailler un peu avec le rayon d’injectivite §). Nous
avons sy§(Xmax) = SYSz (Xmax) &~ 2 arccosly, 63). O

5.2.4 Conclusion

Proposition 5.4 Les points de Dé&alisant un maximum local de la systole.@esont
ceux correspondarit la surface R3) margiee.

Preuve Pour que le poinMmay soit un maximum local de la fonction syssurD, la
famille (yj)jes doit contenir au moins 6 éléments. Les propositions 52 &mnous
éclairent sur la configuration dgs(j € J), via des découpages nous constatons qu'il
y a une unique configuration (combinatoire, topologiquessiale (figure 5.5). Cette
configuration est exactement celle des géodésiqud¥ 8leréalisant la systole de
Z, or nous savons qu’une configuration est réalisée pareuysle surface extréme.
DoncXmaxest isométrique B(3). O

Fig. 5.5

Théoreme 5.1 La 3-systole atteint son maximum global sgg aux points corre-
spondant la surface B3) marqiee.

La géodésiqué€ sépareP(3) en deux tores équilatéraux, la longueur du rayon
minimal de ces tores est donnée par (3.2), et le coefficienst 6; vaut 1/12. En
injectant tout ceci dans la formule 2.4 nous obtenons :

1
[cost(B(2)/12) — 1]

coshB(2)/2) = 2 +coshB(2)/12).

Il vient que coskiB(2)/12) est solution de 385 — 32X4 — 24X3+ 24X? -1 =0, cela
donne cos{B(2)/2) ~ 4,67096
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5.3 Commentaire

La méthode introduite semble assez efficace. En effettediait les differentes
configurations topologiques susceptibles de réaliser aximum de la systole de la
famille ¢z U {& }, nous avons naturellement retrouvé les deux surfe¢@set N(3)
découvertes par Schmutz Schaller ; nous avons de pluspiaéraitre un troisieme
maximum local de la 3-systole, infirmant ainsi la conjectdeeSchmutz Schaller, a
savoir que les seuls maxima de la 3-systole sur I'espaceidbrifiéller 7, sont les
points associés aux surfadé&3) et P(3).
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