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Résune Semi-eutactic and perfect surfaces are hyperbolic sigfatech have particular
variational properties related to the systole ([3]). Weuon these surfaces, and build a
systolic cutting procedure to divide them into pieces ofdedRoincaré characteristic 0, then
we give bounds for the systole. We are mainly concerned vattdred surfaces.

Mots-clé Hyperbolic Surface Systole
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1 Introduction
1.1 La systole des surfaces hyperboliques

La systole d’une surface hyperbolig¥eest la longueur de sa plus petite géodésique fermée
simple incontractile et non homotope & un bord, on la notXy Etant fixé un type
topologique, la systole définit une fonction continue sespace des modules. Depuis la
généralisation du critere de Mahler due a C. ChabauBy. &umford ([7,10]), on sait que
la systole tend vers O si et seulement si la surface hypeum’approche de l'infini dans
I'espace des modules. En conséquence, la systole admebdmuom global sur I'espace des
modules, et sa détermination constitue le premier probliatéressant concernant la systole
des surfaces hyperboliques. Sa résolution s’averdiffisle méme si, dans quelques cas,
on obtient des solutions simples en s’appuyant sur desphatites geometriques de la sur-
face : points de Weierstrass dans [2], pointes a l'infiniddd]. Bien que la valeur exacte
du maximum ne soit en général pas connue, nous avonsrastastimations. Ainsi dans
le cas des surfaces hyperboliques fermées orientabéest; & dire des surfaces de Riemann
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de genrgg > 2 munies de leur métrique de Poincarg, I'encadremenastidécrit de fagcon
satisfaisante le comportement du maximum global de la lgystofonction du genrg :

4 /
—logg+ ¢ < maxsys< 2logg-+c
3 My

ou ./ désigne I'espace des modules des surfaces de Riemannmgggetc, ¢’ des con-
stantes positives. La majoration vient simplement de lapayaison entre deux volumes :
celui de la surface et celui d’'un disque de rayory@ydongé dans la surface. L'obtention de
la minoration demande en revanche un travail substartidgit de construire des points de
Mg vérifiant la minoration. La construction de tels poinia des techniques arithmétiques
(groupes fuchsiens dérivés d'algebres de quaternmi@s? initiee par P. Buser et P. Sarnak
dans [6], puis précisée par M. Schaps, M. Katz et U. Vishares9] d’ou nous tirons la
minoration (qui n'est valable que pour une infinité de gehre

1.2 Théorie de Voronoi géométrique

En dehors de ces résultats quantitatifs, la systole démscssrhyperboliques bénéficie d’un
cadre théorique trés abouti, élaboré par C. Bavard]j&t P. Schmutz ([13]). On y regarde
la systole sur I'espace de Teichmilller. Elle y définit uoection continue, invariante sous
l'action du groupe modulaire. En analogie avec la théode kseaux euclidiens, Bavard
étend les notions classique&dtaxie semi-eutaxigperfectionet d’extremali€ aux surfaces
hyperboliques, et retrouve un analogue exact du theodaméoronoi (Théoreme 2.1. [3]).
Il obtient également un résultat de finitude pour les sg$asemi-eutactiques ou parfaites
(Théoreme 6 [4]). Signalons que les surfaces eutactiqgoesspondent aux points critiques
de la systole qui, de méme que l'invariant d’Hermite desakix euclidiens, est une fonction
de Morse topologique (résultat di a H. Akrout [1]).

Pour plus de clarté, nous rappelons quelques notionsieescri-dessugtant donné un
type topologique de surfaces hyperboliques, nous corsidé’ I'espace de Teichmdller
associé. Précisons que les bords éventuels sont dedorgjfixées. SoiefR un point de,
et (ls)segp) la famille des fonctions longueur associées aux géqdesisystole de.

Définition On dit que le poinP est

— extrémes'il réalise un maximum local de la systole s#r.

— parfait si les gradient$[ls(P))scgp) €ngendrent affinement I'espace tanggn .

— eutactique(resp.semi-eutactiguesi le vecteur nul de I'espace tangdpt7 appartient
alintérieur affine de I'enveloppe convexe des gradigntig(P))s-gp) (resp. appartient
al'enveloppe convexe des gradiefis(P))s-gp))-

Voici maintenant I'analogue du théoreme de Voronor :

Théoreme (Schmutz, Bavard)lUne surface hyperbolique est edtine si et seulement si elle
est parfaite et eutactique.
1.3 Contenu de la note

Dans cette note nous recherchons un encadrement pourdéesyss surfaces hyperboliques
semi-eutactiques ou parfaites. Nous partons des prépriépologiques suivantes :



Lemme 1.1 Soit X une surface hyperbolique semi-eutactique ou parfadute §ocesique
fermée simple orientablgde X estinterseét par au moins uneégcesique systole distincte
dey.

Preuve Par I'absurde, supposons qu’il existe une géodésiquaélersimple orientablg
n'intersectant aucune systole. Considérons un syst@mmaordonnées twist-longueur as-
socié a un ensemble maximal de classes d’homotopie lilsjeintes {cs,...,cq,}, avec
c1 = [y]. Soitsune géodésique systole deCommesest disjointe de, la fonction longueur
de géodésiquk, et son gradientlls, sont indépendants de la coordonnée de téiist 6,.
En partant d'un point de I'espace de Teichmiller assad{éet en modifiant legerement sa
coordonnéedy, on obtient un autre point ayant méme systole et mémedégagques systole
gue le précédent. La configuration des gradients desifmsctongueur des géodésiques
systole reste inchangée, et le nouveau point est lui aessi-autactique ou parfait. Or
ces points (semi-eutactiques, parfaits) sont isolé3, (¥du I'hnypothese d'absurde est bien
vérifiee. O

Remarque 1.1Si c est une classe d’homotopie libre non orientable, on ne peesidpfinir
de fonction de twisB; associée, d’ou I'hypothese sur 'orientabilité de &odésiquey.

Lemme 1.2 Soit X une surface hyperbolique semi-eutactique ou parfdiy a au moins
deux gocesiques systole de X qui s'intersectent.

Preuve Si les géodésiques systole deétaient toutes disjointes, on pourrait former un
systeme de coordonnées twist-longueur en complétafainidle des géodésiques systole
en une famille maximale de classes d’homotopie libre disgs. Dans ce systéme de coor-
données on verrait directement que la surfdce serait ni semi-eutactique, ni parfaite

Dans le cas des surfaces fermées, on produit habitueltememcadrement de la systole
des surfaces semi-eutactique ou parfaite a I'aide dedatfité du volume et du lemme du
collier :

Théoreme 1.1 Pour toute surface hyperbolique feeam semi-eutactique ou parfaite on a :
2 arcsinhl< sys< 2log(1— x) +2log2
ou x désigne la caradristique d’Euler-Poincak.

Preuve Nous avons déja vu la borne supérieure un peu plus hatx®me surface hyper-
boligue fermée, sa demi-systole est égale a son rayoijedtivite, on peut donc plonger
un disque hyperbolique de rayon §X¥$/2 dansX. En comparant le volume du disque
2m(coshsygX)/2) — 1) avec le volume de la surface2my (X) on obtient la majoration.
Supposon semi-eutactique ou parfaite, par le lemme précédent answeux systoles
de X s’intersectent, d’ou la borne inférieure par le lemme dllier. O

Remarque 1.2.e lemme du collier dans le cas non orientable se démontregamdant une
géodésique non orientable comme un bord auto-rec@lg, @n travaille ensuite dans un
pantalon, puis un pentagone droit pour obtenir I'inégaliulue.

Remarquons que cet encadrement reflete bien le comportesymptotique de la sys-
tole. Nous savons déja que la borne supérieure est deelopraiité, la borne inférieure nous
satisfait elle aussi car on ne peut pas faire mieux qu’unsteote (on trouve dans [13] une



suite de surfaces extrémes dont la systole est born&gisugEment par 5.7 et dont le genre
croit en tendant vers l'infini).

Dans le cas des surfaces a bord non vide, le principe de larati@n ne fonctionne
plus : le rayon d'injectivité en un point peut étre supéria la distance au bord, d’ou une
éventuelle impossibillité de plonger un disque de raymdémi-systole. Cette éventualité
se voit d'ailleurs confirmée, pour une longueur de bord sarffiment grande, par la borne
de Bavard sur le rayon d'injectivité des multigeodés®|(([5]). Si la minoration demeure
valable, elle semble sans intérét puisque, dans les dgsropnnus, la systole d’une surface
semi-eutactique ou parfaite croit indéfiniment en famctie la longueur du bord. D’ailleurs,
en un certain sens, la systole est une fonction croissangeldiegueur du bord (P. Schmutz
et H. Parlier, voir [12]).

Dans cette note nous présentons une méthode originatagegpermettant I'obtention
du résultat suivant :

Théoreme 1.2 Soit X une surface hyperboliqueyentuellemeri pointes, maig bord non
vide et totalement&pcesique. Si X est semi-eutactique ou parfaite, alors :

sup(2 arcsinhl_l—zx) < sygX) <ly+4 arccoskl— )

ou |, désigne la longueur du bord, gtla caracéristique d’Euler-Poincag.
Remarque 1.30n n'a ni d’hypothese de compacité, ni d’hypothese dwiabilité.

Evidemment, les termes intéressants dans les bornesaongal,, ils montrent bien
un accroissement asymptotique linéaire de la systoleretit; de la longueur du bord, ce
que I'on vérifie sur les exemples connus. Le tableau 1.1 elmminorant et le majorant (en
fait une version améliorée du majorant que nous verrorgrproduits par le théoreme.
Nous convenons ici que tous les bords de la surface sont geedeigueub, d'oul,; vautb
fois le nombre de bords. La colonne du milieu donne un d@geiment limité du maximum
global de la systole en fonction de(voir [13] et [8] pour I'expression du maximum). Les
données du tableau laissent penser que le minorant eshde Fexcture, ce que confirmera
I'etude d’'un exempleg5).

Tableau 1.1 Quelques exemples de comportements asymptotiques.

| Surface | minorant | maxsys ref. | majorant |
Tore a un bord b/4 b/3+0(1) [13,11,8] | b/2+0(1)
Plan projectif a deux bords b/2 b/2+1log(2) +0o(1) 8 2b+0(1)
Bouteille de Klein a un bord b/4 b/3+0(1) 8 b/2+0(1)
Tore a deux bords b/4 b/2+0(1) [13]§5 2b+0(1)
Sphere a bords nb/(4n—8) 2b+0(1)

Décrivons rapidement le principe de la preuve du théere®n établit d’abord une
procédure de découpe d’arcs de systole, partageant daeegemi-eutactique ou parfaite
en morceaux de caractéristique nujj@ et 3). On considére ensuite les morceaux contenant
un bord de la surface, ces morceaux sont topologiquemerydiedres dont I'un des bords
est un bord de la surface et l'autre bord formé d’arcs deokydEn comparant les longueurs
de ces bords on obtient la minoratig). La difficulté consiste a borner le nombre d’arcs de



systole découpé§ 8). La majoration du theoréme vient d’un travail sur lemayl'injectivité
du bord de la surface§ @). Rappelons que le point clé de I'article réside danpiepriétes
d’intersection des systolé&noncées dans les lemmes de I'introduction.

1.4 Conventions

Les surfaces hyperboliques sont supposées connexedudeviini, et & bords géodésiques
par morceaux. Les bords d’une surface hyperbolique setacégue ou parfaite seront sup-
posés totalement géodésiques. Notons que les prepri@tiationnelles d’'une surface (eu-
taxie, perfection) sont définies a longueurs de bordefixautrement dit tous les points de
'espace de Teichmiller ont mémes longueurs de bordsalas de langage, le meys-
tole désignera aussi les géodésiques réalisant la syBatarc de systoleous entendrons
un segment géodésique supporté par une systole, ce segmevant étre la systole toute
entiere. Un lacet simple d'une surface topologique serari:ntables’il admet un voisi-
nage transversalement orientabden orientabledans le cas contraire. Une pointeugp
en anglais) est un bord de longueur nulle. Enfin, rappeloesl@jcaractéristique d’Euler-
Poincaré d'une surface de geyavecn bords etm pointes vauty =2—2g—n—msila
surface est orientable, gt= 2 — g— m— n si la surface est non orientable.

2 Déecoupages et caraéfristique d’Euler-Poincaré

Nous allons établir des lemmes topologiques décrivarheportement de la caractéristique
d’Euler-Poincaré en fonction de certains découpagens@atte parti€ désigne une sur-
face topologique compacte avedordsb;, ..., b,. Par moments) sera implicitement sup-
posé non nul, ou méme supérieur ou égal a 2.

Lemme 2.1 Soity un chemin simple sux reliant les bords pet byj. Sii= j nous supposons
de plus le chemin non homotopaine partie de b

— Sii# j, la découpe de produit une surface de caragatistiquey () + 1.

— Sii=j, ou bien la c&coupe de/ produit une surface de caraatistique x(Z) + 1, ou
bien la cecoupe de produit deux surfaces dont la somme des ca@mastiques eségale
ax(2)+1

Preuve ConsidéronsV un voisinage tubulaire compact ge/ b Ub; dansX. W est une sur-
face topologique compacte qui se rétracte par déformatioy U b Ub;, d'ot x (W) = -1
etrm(W) ~Z«Z. CommeN a au moins deux bordgy est nécessairement un pantalon. En
munissan¥V d’'une structure hyperbolique, et en découpant le segmEsdésique homo-
tope ay et orthogonal en ses extrémités; &t bj, on vérifie facilement les assertions (voir
la figure 2.1) ad

Lemme 2.2 Soienty; ety deux lacets simples noegarants de& s’intersectant transver-
salement en exactement un point. EBcaupanty; et , nous obtenons :

— une surface compact¥ avecx (') = x(&)+1,
— ou deux surfaces compactEset X" avecx (2') + x(Z") = x(Z) + 1.

Preuve On se raméne au lemme précédent en décoypant ad
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Lemme 2.3 Soienty; ety deux lacets simples nokparants de& s’intersectant transver-
salement en exactement un point.

— Si les deux lacets sont orientables, alors il existe un &t bord plong dansZ les
contenant.

— Siun lacet est orientable et 'autre non, alors il existe loeiteille de Kleird un bord
plongge dans> les contenant.

— Si les deux lacets sont non orientables, alors il existe am jplrojectifa deux bords
plongé dansZ les contenant.

Preuve Découpong;, nous obtenons une surfatéavec un ou deux bords supplémentaires.
La trace dep surX’ devient un lacet reliant le ou les bords associis &n reproduisant le
raisonnement de la demonstration du lemme 2.1, on cohsmpantalo’ plongé dans
%' contenant le ou les bords associgg,ainsi que le chemin associga La surface> est

le quotient dex’ par certaines identifications, la projectipn =’ — X est une application
continue et sa restrictiop‘fl : 32" — 2 un homéomorphisme. Ainsi I'ensemié¢ = p(W')
est une surface compacte de caractéristique -1, a un ouldeds, plongée dans. On
connait toutes les surfaces compactes de caractéesticavec un ou deux bords, ily a: le
plan projectif a deux bords dont les deux classes d’honietidgre sont non orientables, la
bouteille de Klein a un bord qui ne possede qu’une seutseld’homotopie libre orientable,
et le tore a un bord qui n'a aucune classe d’homotopie librearientable. Les laceig et

y2 ne sont pas librement homotopes, car leur nombre d'inteéoseest+1. Suivant ques,

y2 est ou non orientable, on détermine le type topologiquedaifacen. a

Remarque 2.1Dans le premier cas, le bord est bien slr dans la classe diopie libre
du commutateufy, y»]. Dans le deuxiéme cas le bord est dans la classe d’homdiepie
bre [ylygylyz’l], ou y; représente le lacet orientablegtle lacet non orientable. Et dans
le troisieme cas, les deux bords sont dans les classes dtbpia libre[y; ] et [yflyg].
Soulignons que les classes d’homotopie des bords peutveritigiales.

Remarque 2.20n obtient un résultat similaire en se plagant dans unecdifférentiel.

3 Procédure de cecoupage systolique

Dans cette partie, nous considéroghane surface hyperbolique semi-eutactique ou parfaite,
X n’est pas un pantalon. Nous allons présenter une proegaanant en entré¢ et perme-
ttant de choisir au plus-2x(X) arcs de systole d¥, de sorte que leur decoupe partage

en surfaces de caractéristique 0.



Initialisation
On posdo =0, Zo = {X}.
Etapes

Lai-eme étape prend en entrée un ensembleZiret un entiel;. Les élements d&; sont
des surfaces hyperboliques a bords géodésiques paeawxcelles ont été obtenues par la
découpe dé; arcs de systole d¥. Les surfaces d&; s'immergent en des sous-ensembles
fermés deX, en les recollant on retrouve la surface initileSi tous les élements d&; sont

de caractéristique positive ou nulle, la procédureet&arSi au contraire il existé dans.Z;
avecx(Y) <0, alors la-&me étape consiste en I'exécution de I'enchaineniergtclctions
suivant :

(1) SiY contient deux systoles d¢ s'intersectant. Alors nous découpons une des deux
systoles, puis un arc de la deuxieme systole reliant deintgpde la premiére systole mais
ne lintersectant pas en d'autres points. Nous podpns= l; + 2 et passons ensuite a
l'instruction (3) sans exécuter l'instruction (2).

(2) SiY contient un arc de systole dé rencontrandY exactement en ses extremités,
mais non homotope a un arc @& dansY. Alors nous découpons cet arc de sytole. Nous
posondi.1 =i+ 1 et passons ensuite a I'instruction (3).

(3) L'une des instructions (1) ou (2) a été exécutée.$\Nauons obtenu une surfaée ou
deux surface¥’ etY”. PosonsZi 1 = (Zi \{Y}) U{Y'} ou Zi;1 = (Zi\{Y}HU{Y . Y"}
et passons a I'étape suivante.

Le lemme suivant montre que la procédure est cohérente jptamd fin que si tous les
élements de?; sont de caractéristique positive ou nulle.

Lemme 3.1 Soit Y € .Z; avecx(Y) < 0, alors il est possible d’appliquea Y I'une des
instructions (1) ou (2).

Preuve Si Y contient deux systoles d¢ s'intersectant, I'instruction (1) sera exécutée.
partir de maintenant nous supposons duaee contient pas deux systoles s’intersectant.
Dans la suite de la démonstration nous utiliserons la rgueesuivante : si tous les bords de
Y sont librement homotopes daKsa des bords ou des pointes ¥ealors ou bierY = X,

ou bienY est topologiquement un cylindre.

Commex(Y) < 0 et commeX n’est pas un pantalon, la surfa¥epossede une classe
d’homotopie libre[c] simple et non triviale (incontractile dané et X, et non librement
homotope dan¥ et X a un bord ou une pointe d¢€). Dans le cas ol contient une sys-
tole deX, nous supposerons de plus que la cldssadmet une systole pour représentant.
Notons que la classf] peut correspondre a un bord ¥e Si cette classe d’homotopie
libre est orientable, alors par le lemme 1.1 il existe uneéadys de X telle que le nombre
d'intersection dgs| avec|c] soit non nul. Dans ce cas on exhibe facilement un asrdkant
deux point de?Y mais non homotope a une partie @€ dansy, et on exécute l'instruction
(2). S'il n'existe dansy aucune classe d’homotopie libre simple orientable et nuiale,
alors nécessairemeyitest un plan projectif a deux bords, et ses bords sont aussiates
de X car leurs classes d’homotopie sont triviales incontrastit’'ouY = X. Mais il y a un
seul plan projectif a deux bords semi-eutactique ou paxfair [8]), et ses deux géodésiques
fermées simples sont des systoles qui s’intersectentjiamgtredit notre hypothese. O



Arrét de la proédure

Les systoles forment un graphe géodésique sur la suxiadent les sommets sont les points
d’intersection des systoles, et les arétes les arcs delasystiant deux points d’intersection
consécutifs. Ce graphe a un nombre fini d’arétes. Comrhague étape de la procédure on
découpe au moins une aréte, la procédure prend fin en ubredini N d’étapes.

Proposition 3.1 Lesélements deZy sont de caradristique nulle, ce sont topologiquement
des cylindres ou des rubans de Mcaebius. Onésuid que

N=x(X) et In<-2x(X).

Preuve Les éléments de?y sont de caractéristique 0 ou 1, car ce ne sont pas des sphere
Supposons gu’un élemeyit de 2y soit de caractéristique 1, aloY$ est un polygone hy-
perbolique provenant de la découpe d'une surfade caractéristique strictement négative.
Il est clair que la découpe effectuée ua divisé celle-ci en deux composantes connexes,
sinon on aurai (Y) = 0 (voir § 2) et nonx(Y) < 0. Ainsi si l'instruction (2) a été exécutée,
I'arc de systole découpé avait ses extremités sur imengord deY (voir la demonstration
du lemme 2.1). Comme l'une des composantes issue de la pieest topologiquement
un disque fermé, cet arc de systole était homotope a uriie géun bord deY, absurde.
Si linstruction (1) a été exécutée, alors on a dans wmper temps découpé une systole
de X contenue dan¥. Cela a transform& en une surface hyperbolique avec un ou deux
bords supplémentaires, ou en deux surfaces hyperbolibesds. Maintenant, en raison-
nant comme dans le cas précédent, nous trouvons encoadbsuilité. On conclut que tous
les élément de?y sont de caractéristique nulle, ce sont donc des cylindneenfuellement
non compacts) ou des rubans de Mcebius.

D’aprés les lemmes d{i2, a chaque étape de la procédure la caractéristiquarden
disjointes des éléments d& augmente de 1:

x<|_|Y>=x L] Y] +1=...=x(X)+i.
YeZi YeZi1
Commex (Lives;,Y) =0, 0naN = —x(X) etly <2N = —2x(X). O

Application 3.1 En appliquant cette procédure et le lemme 1.1, on trouvesgeest ori-
entables les systoles forment un graphe géodésigneexesur X.

4 Inégalités systoliques
Nous démontrons maintenant le résultat principal degwite.

Théoreme 1.2 Soit X une surface hyperboligueyentuellemeri pointes, mais bord non
vide et totalement@pdesique. Si X est semi-eutactique ou parfaite, alors :

sup(2 arcsinhl_l—zx) < sygX) <ly+4 arccoskl— )

ou |, désigne la longueur du bord, gtla caracéristique d’Euler-Poincag.



Preuve On considere une surfagevérifiant les hypotheses du théoreme, on riate. ., by,
ses bords. En appliquant la procédure de découpageiqystobn partage la surfa¢éen
cylindres et en rubans de Maebius. Soitn morceau contenant un bdsdde X. Ce morceau
est un cylindre dont I'un des bords égttandis que I'autre bord est formé d’arcs de systole.
Nous nommeronk! ce dernier. Les deux bords du cylindre sont librement hopestpd’ou
bi <bl. On a vu que la procédure découpait au ph (X) arcs de systoles. Comme le
découpage d’un arc donne deux arcs de mémes longueurs, aic we longueur double,
il vient que dansZy la somme des longueurs des bords formés d’'arcs de systaieaes
jorée par—4x (X)sygX). En particulietd] + ...+ b, < —4x(X)sygX), ce qui implique le
deuxieéme terme dans minoration. Le lemme du collier fddenpremier terme.

Pour la majoration considérons un reet- 4. Nous noterons le rayon d’injectivité de
b = Uib; 'union des bords d&, autrement dit est la largeur maximale d’un collier de
Sir > sygX)/a, alors on peut plonger dan§ un disque hyperboliqgue de rayon ggs

l'aire du disque étantﬁ(cosf{%sx)) —1) et I'aire de la surface-2my (X), on trouve

sygX) < a arccoslkil— x(X)).

Sir <sygX)/a, nous considérons un aa; geéodésique par morceaux, allant d'un bbyrd
a un bordb; (pouvant étre les mémes) et réalisant le rayon d'injéétr. Soulignons que
l'arc a n’est pas homotope a un arc d’un bord. DécouppdansX, nous obtenons un ou
deux nouveaux bords, de longueurs majoréesbparb; +2asii # j eth +2asii = j.
L'un de ces bords appartient a la classe d’homotopie libweedgéodésique fermée simple
de X (X n’est pas un pantalon), sa longueur est donc plus grandeageadueur de la
géodésique, d’ot syX) < bj+bj +2asii # j et sygX) < bj+2asii = j. En remplagant
2a par 4sy$X)/a on obtient

a
< — .
sys(X) < o= (br+...+bn)

Des deux majorations précédentes nous déduisons

sygX) < sup<a arccosiil—x), %1 Ia> va > 4.

Regardons les deux termes dans le sup comme fonctions He premier terme décroit
tandis que le second croit indéfiniment. Ainsi le sup attea valeur minimale lorsque
les deux termes sont égaux, c’'est-a-dire pout 4+ 1, /arccoslil — x) > 4. On a alors
sygX) <ly+4 arccoskl— x). O

Remarque 4.1La procédure de découpage systolique n'intervient qumes ¢ minoration.
Comme I'hypothésgparfaite ou semi-eutactiqueert uniqguement a appliquer cette procédure,
la majoration reste valable pour toute surface hyperbeligubord non vide totalement
géodeésique.

On pourrait reprendre la preuve du théoréme et effectuelgges variations autour de
la majoration, par exemple utiliser la borne sur le rayonjditivité des multigeéodésiques
de Bavard ([5]), on obtiendrait :

sys< 2b+4 arcsinh

)

2sinh( 7'1"2)()
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avecb la longueur du plus grand des bords ; ou encore étudier letctssurface a un seul
bord, on trouverait :

b . 1
sys< - +2 arcsinh — 5 |-
2 2sini(—g5)

5 Etude d’un exemple

Nous allons construire une suite infinj¥,)n>3 de familles & un paramétre de surfaces
hyperboliques a un bord. Le parametre de chaque famitkeladongueurb du bord. Ces
familles généraliseront en genre plus grand la famille ees hyperboliques a un bord
extrémes, que I'on retrouvera dans le nas 3. Nous prouverons |'eutaxie de ces surfaces,
et verrons que

n 2-—

Ceci montre bien I'impossibillité de remplacer le terig¢(—4x) dans la minoration du
théoreme 1.2 par une expression de la foxrlg, ou* désignerait une constante universelle.

sy Xn(b)) ~ b = l—"X pourn fixé etb — oo,

5.1 Construction d&n(b)

Fixons un entier impain > 3, et un réeb > 0. Considérond’ le trirectangle d'anglet/n
avec un cdté opposé de longuéafi(4n). A partir de 4 trirectangles isométriques B,
nous construisons un polygone régulier trouénx@tés, d'angle au sommeti2n, et de
longueur de bord (figure 5.1). L'identification des cotés opposés du pohgtroué produit
une surface topologique compacte orientable avec un basl.sbmmets se répartissent
en deux orbites sous I'action des identifications, de sauee lg caractéristique d’Euler-
Poincaré de la surface vayt=2—n; en particulier son genre egt= (n—1)/2. Le choix
de I'angle du trirectangle assure que la métrique hypabelinduite sur la surface est lisse
sans singularités coniques. Nous appelleiyib) la surface hyperbolique ainsi construite.
Notons que son bord est totalement géodésique de longueur

Fig. 5.1
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5.2 Isométries d&,(b)

Le groupe d’'isométrie du polygone troué est le groupediiall a 4 éléements, not®a.
Chacune de ses isométries commute avec l'identificatisrcdtes opposés du polygone, et
de ce fait induit une isométrie de la surfagb). Inversement, toute isométrie de la surface
fixe le bord, et par conséquent se releve en une isomatrigotygone. Il s’ensuit que le
groupe d’'isométrie d¥,(b) est exactemerid,,. Les axes des réflexions se divisent en deux
familles : d’'une part les perpendiculaires au bord passantepmilieu d’'un coté, d’autre
part les perpendiculaires au bord passant par un sommegpgdrsant un cdté du polygone
(en raison de la parité de). Les axes de la premiére famille sont deux-a-deux ditgoi
tandis que ceux de la deuxieme famille s'intersectent g@edrux en les deux points de la
surface correspondant aux sommets du polygone.

Considérons une surface hyperboligiehoméomorphe X,(b) et admettant la méme
action par isométrie dB2,. Puisque I'action est la méme, les axes des réflexions/sedt
encore en deux familles, et pour I'une d’elles les axesey'ggctent deux-a-deux en deux
points. En faisant agir le groupe d'isométie,, on voit facilement que les deux points
d’intersection sont les mémes quelle que soit la paireatachoisie. Ainsi, les axes de cette
famille sont concourants en deux points XleCeci implique que la découpe de ces axes
partagera la surface emdirectangles de base un segment du bord. On retrouve ainsi la
construction vue précédemment, d’'ou la conclusiorst isordtriquea X,(b) avec b la
longueur de bord de X

5.3 Eutaxie de,(b)

D’apres le paragraphe précédent, les points assad@surfaceX,(b) sont les seuls points
de I'espace de Teichmiiller fixés par un certain sous-gralypgroupe modulaire. On en
déduitvia le corollaire 1.3. de [4] que la surfacé (b) est eutactique. Si = 3 la surface

est I'unique tore a un bord de longueiextréme. Sin > 3 la surface n'est pas parfaite
car le nombre de systoles es{voir le paragraphe suivant), et la dimension de I'espace de
Teichmiller—7+ 3n.

5.4 Systole de,(b)

Les segments reliant les milieux des cotés du polygonet(tigure 5.1), forment dans la
surfaceX,(b) des géodésiques fermées simples de longsidannée par :

cosh(s/2) = 2cog 11/n)? 4 costb/2n).

En fait,s/2 est la distance de déplacement du milieu d’un coté paatelation de longueur
b/(2n) le long du bordb. Rappelons, qu’une translation hyperbolique de longuelerlong
d’un certain axe, déplace un point a distadage I'axe, d’'une longueud donnée par :

sinh(d/2) = sinh(A /2) cosK9).

Ces géodésiques sont exactement les systol&s Beur le prouver, regardons la trace
d’une géodésiqueg sur le polygone troué. Celle-ci consiste en une union fieisements
¥i...,¥mdontles extrémités sont sur les cotés du polygone. [%gif la projection orthog-
onale du segmeny sur le bord du polygone, i(y) > b/(2n) alorsy > s/2. Il s’agit donc
de montrer I'existence de deux segmeptavecp(y) > b/(2n).
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Fig. 5.2

Pour cela, adoptons un autre regard sur la surfa¢b) : les sommets du polygone se
projettent sur deux points de la surfdeet P>, chaque trirectangle admet exactement I'un
de ses deux points pour sommet ; ainsi les trirectanglesisdest en deux groupes, et
chacun de ces groupes forme dans la surf&a¢b) un polygone semi-régulie#?; de centre
R. Le polygoneZZ; a 2n cotés donn sont des morceaux de longueyf(2n) du bordb, et
n autres sont des segments orthogonaux en leurs extrémwitésrdb. Remarquons que la
surfaceX,(b) s’obtient en identifiant convenablement chaque cot&equi n'est pas un
morceau du borth, avec un coté de”, qui n’est pas un morceau du bdrd

Comme les polygones?; sont simplement connexes, la géodésigymsse plusieurs
fois d’'un &7 & l'autre. Soitx un point d’intersection dg avec un cdté des polygones;,
considérons la parti€?y de X,(b) constituée comme en figure 5.2 de 4 trirectangles4ie
et 4 trirectangles de?,. Il y a 6 configurations possibles pour la traceydgur %, toutes
représentées en figure 5.3. Sur cette figure, les pointiesdresp. non cerclés) représentent
les points d'intersection dg avec les cotés du polygone troué initial (resp. leesdatés
polygones#Z). Dans les configurations 1, 2, 3 et 5 on a clairermgnpt) > b/(2n) ety >
s/2. Dans les configurations 4 et 6, on a clairemg(yt) + p(yi+1) > b/(2n) ety + yi+1 >
s/2. A partir de 13, on montre facilement que les systolesXgép) sont les géodésiques
décrites plus haut.
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